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Resumo — Utilizam-se a teoria de aprendizagem de
Ausubel e programacgdo simbodlica para desenvolver no
software Mathematica um ambiente informatizado, que
permite ao aprendiz progressiva e interativamente construir
o raciocinio fisico-matematico, com aplica¢do no processo
de resfriamento do epoxy. Contempla-se a solugdo de
equagoes diferenciais  parciais, selecionando-se  trés
métodos: separacdo de variaveis, de cardter analitico, e
dois puramente numéricos, Euler e Crank-Nicolson.
Hlustrativamente, utilizam-se recursos grdficos e tabelas
para enfocar a andlise e comparagdo da precisdo dos
resultados numéricos obtidos e também a interpretagdo
fisica, através do comportamento dos perfis de temperatura.
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INTRODUCAO

Um dos grandes desafios no processo de ensino-
aprendizagem na disciplina calculo numérico, concentra-se
no topico tratamento e solu¢do de equagdes diferenciais.
Tradicionalmente, o conteudo disciplinar é disponibilizado
em material impresso, o que desde ja se caracteriza como
informacao estatica [2]. Outro aspecto ¢ que alunos de
determinados cursos de graduacdo apresentam, em média,
maior dificuldade em construir o raciocinio abstrato fisico-
matematico. Isto pode ser notado quando o professor deseja
analisar no quadro a interpretacdo fisica de problemas
associados as equagdes diferenciais, o que pode causar, em
alguns alunos, determinadas dificuldades e,
conseqiientemente, perderem motivagdo pela disciplina.

A incorporagdo de recursos computacionais, sob uma
otica da informatica educativa, se mostra bastante
promissora no sentido de tornar o contato com a informagao
um processo dindmico e interativo [6][9], propiciando
alternativas para se estabelecer novos recursos pedagogicos.
Vale também se ressaltar o aprendizado a distancia,
conforme os novos avangos nas redes de comunicagdo de
dados. Aliado a isto, enfatizam-se os avangos na velocidade
de processamento dos computadores, o que permite a
viabilidade do uso de novas linguagens e técnicas de
programacdo. Nesta direcdo, aponta-se a programagao

simbélica, que propicia a equipes interdisciplinares
produzirem sofiware educativo, visando facilitar a
construgdo do processo de aprendizado em diversas
disciplinas dos cursos de ciéncias exatas [2][6]. E proposto
que o aluno passe a trabalhar num ambiente informatizado
de aprendizagem, que integradamente permite correlacionar
conceitos  fisicos-matematicos, manipular e resolver
analiticamente equagdes diferenciais, disponibilizar solu¢des
via tabelas, graficos e animacdes, realizar testes de avaliagdo
do conteudo programatico, permitindo também modificar,
on-line, a entrada/saida de dados numéricos ou formulagoes
analiticas,  caracterizando assim um  aprendizado
personalizado, com valorizagdo da autonomia [2][6][8].

A disponibilidade dos Sistemas de Computagdo
Simbdlica (SCS) é um aspecto extremamente relevante no
uso do computador para o estudo dessas equacdes, uma vez
que sdo capazes de efetuar, entre outras coisas, as operagdes
analiticas envolvidas na resolucdo das mesmas [7]. Apds
determinado progresso, o estudante pode atribuir a maior
parte dos estagios das manipulacdes algébricas ao
computador, reservando mais tempo para dedicar maior
atengdo a interpretagdo fisica dos resultados obtidos.

Cita-se a natural extensdo do aprendizado em calculo
numérico para os métodos hibridos analitico-numéricos
conjugados a programacdo simbolica, o que permite obter
solugdes melhoradas em problemas avancados de sistemas
de equagdes diferencias parciais com contorno fortemente
acoplados [3][7].

Diante deste panorama, se propde uma nova abordagem
de ensino do calculo numérico voltado para as equacdes
diferenciais, onde sejam  combinados  recursos
computacionais oferecidos pelos SCS, métodos da
matematica computacional e fundamentos das teorias de
aprendizagem.

O uso dos SCS nas atividades de ensino e pesquisa pode
reduzir significativamente o trabalho necessario para o
desenvolvimento de célculos analiticos, eliminando assim
tediosos e desnecessarios esfor¢os de concentracdo mental,
associados a manipulagio de extensas expressoes
matematicas repetitivas e mecanicas. Como conseqiiéncia, ¢
possivel se obter um tratamento analitico mais rapido,
recursivo e confiavel [7].

Vale ressaltar porém, que a principal fun¢do desse novo
aparato educacional ndo deve ser a de ensinar, mas sim a de
criar condi¢cdes de aprendizagem, onde o professor deve
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deixar de ser o repassador do conhecimento e se tornar o
criador de ambientes de aprendizagem e facilitador do
processo de desenvolvimento intelectual do aluno [9].

A TEORIA DE AUSUBEL

O conceito central da teoria de David P. Ausubel [1] ¢ a
aprendizagem significativa, um processo através do qual
uma nova informagdo relaciona-se com um aspecto
especificamente relevante da estrutura de conhecimento do
individuo. Este processo envolve a interacdo da nova
informag@o com uma estrutura de conhecimento especifica
existente na estrutura cognitiva do individuo, a qual Ausubel
define como subsuncor. A aprendizagem significativa
ocorre quando a nova informag@o ancora-se em conceitos ou
proposi¢des relevantes, preexistentes na estrutura cognitiva
do aprendiz. Ausubel vé o armazenamento de informacdes
no cérebro humano como sendo organizado, formando uma
hierarquia conceitual, na qual elementos mais especificos de
conhecimento sdo ligados e assimilados a conceitos mais
gerais, mais inclusivos [4]. Este processo de "ancoragem" da
nova informac¢do resulta em crescimento e modificagdo do
subsuncor.

Para o desenvolvimento de conceitos subsungores,
Ausubel recomenda o uso de organizadores prévios, que
sd0 materiais introdutérios apresentados antes do assunto a
ser aprendido. Segundo o proprio Ausubel, a principal
fungdo do organizador prévio é a de servir de ponte entre o
que o aprendiz ja sabe e o que ele deve saber, a fim de que o
novo assunto possa ser aprendido de forma significativa. O
uso desses organizadores, portanto, ¢ uma estratégia para
manipular a estrutura cognitiva e, assim, facilitar a
aprendizagem  significativa.  Organizadores  prévios,
contrariamente a sumadrios, sdo apresentados em um nivel
mais alto de abstracdo, generalidade e inclusividade.

Uma das condigdes para a ocorréncia da aprendizagem
significativa é que o material a ser aprendido seja
relacionavel (ou incorporavel) a estrutura cognitiva do
aprendiz. Essa condig¢do implica em que o aprendiz tenha
disponivel em sua estrutura cognitiva os subsuncores
adequados. A outra condigdo é que o aprendiz manifeste
uma disposi¢do para relacionar de maneira substantiva e
ndo-arbitraria o novo material a estrutura cognitiva [4].

DESENVOLVIMENTO

A metodologia apresentada a seguir esta estruturada para a
resolugdo e interpretagdo fisica de um problema de equagdo
diferencial parcial (EDP), do tipo parabdlica, que representa
uma vasta gama de modelos fisicos de diferentes areas do
conhecimento. Numa visdo matematica e pedagogica, o
aprendiz deverd trabalhar a solu¢do da EDP num ambiente
informatizado de aprendizagem, segundo as duas classes de
métodos mencionados. Numa fase posterior, podera navegar
em graficos e tabelas que ilustram o comportamento e
convergéncia da solugdo, comparando os métodos utilizados.
Links, botdes e questdes direcionadas ao acompanhamento

©2004 WCETE

da avaliagdo da aprendizagem permitem refinar
dinamicamente a sistematica do aprendizado autonomo.

O tratamento do problema, segundo métodos hibridos
analitico-numéricos, segue a abordagem pedagogica
apresentada em [5], quando se adota o método de separagdo
de variaveis (MSV). Para os métodos puramente numéricos,
selecionaram-se Euler, que é explicito, e Crank-Nicolson,
semi-implicito, segundo uma O6tica de pedagogia utilizada
em [5], cujo livro é adotado pela Open University, do Reino
Unido, uma das mais tradicionais institui¢des mundiais de
ensino a distancia.

Para representar o modelo matematico, seja u(x,v) um
determinado potencial, associado a equagdo diferencial
difusiva definida a seguir:

ou(x,v) _ 1 o%u(x,v)
o’

,0<x<L,v>0 (1
ov a

sujeita as seguintes condi¢des de contorno:
u(0,v)=0,v>0 )
u(L,v)=0,v>0 3)
atendendo a seguinte condi¢do inicial:
u(x,0)=100 , 0< x< L )

O problema acima definido ¢ pedagogicamente e passo-
a-passo tratado e resolvido analiticamente via o método de
separacdo de variaveis, resultando como solu¢do uma série
analitica de expansdo de autofungdes, de construgdo
algoritmica extremamente simples e sistematica [7].

Para fins de solugdo analitica e numa descrigdo
resumida, o MSV baseia-se no principio que a solucdo da
equacdo governante pode ser expressa pelo produto de
fungdes das varidveis independentes. Neste estagio, e
adotando algumas manipulagdes analiticas, pode-se
desacoplar o problema em dois novos, e estes sdo equacdes
diferencias ordinarias a uma Uunica variavel. Uma das
equagdes, de primeira ordem, pode ser facilmente resolvida,
sendo sua solugdo expressa por uma fun¢do analitica,
exponencial decrescente. O outro problema ¢ do tipo Stum-
Liouville, o qual também apresenta solu¢do analitica
facilmente determinavel, que sem perda de generalidade, é
expressa por uma série de autofungdes. A solucdo geral do
problema ¢é obtida pelo principio da superposi¢do das
solugdes das duas equagdes diferenciais ordinarias em
discussdo, resultando numa série de expansdo de auto-
fung¢des, cujo controle de erro € prescrito. Em sintese, chega-
se a seguinte solugdo:
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N 2
u(x,v)=>.C,e™"¥, (x,4,) )

n=1

Assim, na série de expansdo de autofungdes acima, o
potencial u(x,v) ¢ diretamente determinado em funcdo dos
termos: C,, que € uma constante, e dos valores de ¥, (x, 4,),
sendo ¥,, a enésima autofuncio, e 4,, o enésimo autovalor,
gerados a partir de um problema de Sturm-Liouville. Numa
analise numérica simples, segue que este problema possui
convergéncia assegurada e controle prescrito de erro. Do
ponto de vista algoritmico, ¢ suficiente entrar com os valores
prescritos de x e v e calcular diretamente o valor numérico

de u(x,v) em (5).
Para fins de solugdo da equagdo parabodlica via
diferencas  finitas, numa abordagem simplificada,

descrevem-se quantitativamente alguns dos principais passos
matematicos. Como ¢ necessario se trabalhar derivadas de
primeira e segunda ordens, utilizam-se expansdo em série de
Taylor, para expressar as primeira e segunda derivadas. Isto
leva a se trabalhar com dominio discretizado, através de
valores nodais. Truncam-se as mesmas para expressar as
derivadas em fun¢do de valores nodais do potencial que se
deseja calcular.

No método de Euler se assume que o valor de fungio
num determinado tempo nodal posterior, (v+1), ¢
aproximadamente calculado a partir de uma extrapolacdo
linear, partindo-se do tempo nodal atual (v). Em seguida, se
correlacionam os valores das derivadas nodais da fungdo em
(v+1) e (v). Finalmente, se consegue construir um sistema
explicito de equagdes, de ordem associada ao nimero de
pontos nodais e do tipo:

(v+l) _ )
Uy = AyyUya (6)

No sistema acima, Ayxy € uma matriz com elementos
constantes, calculados através de valores prescritos
disponibilizados pelo programador. O sistema € inicializado
partindo-se dos valores da condigdo inicial do problema. O
critério de estabilidade e convergéncia é detalhado no texto
do algoritmo implementado. O critério de parada ¢ definido
pelo programador.

Na solugdo do problema via o método de Crank-
Nicolson, num certo ponto nodal, o valor aproximado da
fun¢do no tempo atual, (v), é expresso como a média
aritmética das derivadas da fung¢do nos tempos nodais atual,
(v), e posterior, (vt+1). Sem perda de generalidade, para
desenvolvimento da solugdo, segue-se uma metodologia
pedagogica aniloga a descrita para o método de Euler,
obtendo-se:

(v+l) _ )
Ayvting = Byt (7

Segundo a teoria de aprendizagem postulada por
Ausubel, o problema matematico descrito a seguir ¢
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disponibilizado num notebook, via a implementagdo no
software Mathematica [10], onde foram utilizadas técnicas
de programacdo simbodlica, caracterizando-se assim o
ambiente informatizado de aprendizagem. Nele, o aprendiz
integradamente aborda: teorizagdo, modelagem, solugdo
matematica e interpretacdo de resultados, obtidos via
recursos de visualizagdo do comportamento das curvas de
solucdo. Tabelas com dados numéricos permitem interpretar
o comportamento das taxas de convergéncia da solucdo
numérica. Complementarmente sdo criados botdes e
direcionadores que permitem ao aprendiz, caso este sinta
necessidade, retornar a estagios anteriores do processo de
construgdo do aprendizado.

Na sessdo seguinte, comentam-se os procedimentos
adotados para se discretizar o dominio do problema via
geracdo de nods e estabelecer o comportamento da
convergéncia das solugdes, utilizando-se pedagogicamente,
o uso tabelas. Estes resultados sdo em seguida criticamente
comparados com os encontrados via a aplicagdo do método
de separagdo de variaveis.

Também podem ser reestruturadas as entradas e saidas
de dados, permitindo analisar o comportamento e
convergéncia das solugdes para diferentes combinacdes
paramétricas.

Para aplicagdo, adotou-se o problema da condugédo de
calor transiente e unidimensional, quando u(x,v) agora passa
a representar a distribuicdo de temperatura, 7(x,f), x a
coordenada espacial e v, é substituida por ¢, a coordenada
temporal. No ambiente informatizado de aprendizagem, o
aprendiz pode acessar interativamente todo o encadeamento
analitico dos passos matematicos que levam as formulas
finais. Finalmente o aprendiz procede a interpretagdo fisico-
matematica dos resultados, quando se adota a analise do
comportamento da  distribui¢do  unidimensional de
temperatura. Para fins ilustrativos, adota-se o epoxy,
material amplamente utilizado na protecdo térmica de
dispositivos eletronicos. A seguir apresentam-se 0s
resultados obtidos.

RESULTADOS

O ambiente informatizado de aprendizagem foi
implementado no sofiware Mathematica 3.01, utilizando-se
um microcomputador Atholon XP, de 2.4 GHz ¢ 1.0 GB de
memoéria RAM. Assumiu-se a difusividade térmica do epoxy
sendo 0,25x10%m%/s e comprimento caracteristico L = 0,1m.
Nos algoritmos de diferengas finitas, sugere-se ao aprendiz,
numa fase preliminar de contato com o método de solugdo,
trabalhar com os seguintes valores: para os incrementos
temporal, At = 20s, tempo total de observagdo, ¢, = 3600s
e numero de nés do dominio, M = 20. Na solugdo analitica
via 0 MSV, para obtengdo de resultados numéricos, sugere-
se trabalhar com 5 algarismos significativos convergidos.
Neste método, é suficiente definir os valores de coordenadas
espacial e temporal para obter os resultados numéricos da
temperatura, conforme (5).
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Interpretando Aspectos Numéricos

Para analise unificada de comparag@o do comportamento das
taxas de convergéncia da soluc¢do nos trés métodos, foram
automaticamente geradas tabelas e disponibilizadas para o
aprendiz, como mostra a Figura 1, apresentando valores das
temperaturas e o erro relativo. Estes resultados estdo
contidos numa célula de saida do ambiente informatizado de
aprendizagem. Observa-se a temperatura, em °C, sendo
representado no MSV por T1, em Euler por T2 e no Crank-
Nicolson por T3. No primeiro caso, com 5 digitos
convergidos. Na primeira coluna, os nds, m, sao
representados por valores de 1 a 19. Na coluna 2, x expressa
a coordenada espacial, medida em metros. As duas ultimas

colunas contemplam o erro relativo percentual (ERP) para as
solugdes pelos métodos de FEuler e Crank-Nicolson,
adotando-se o MSV como solucdo benchmark. Neste
estagio, o aprendiz compara os digitos significativos
coincidentes nos valores numéricos das solugdes obtidas e
observa o ERP, adquirindo assim uma sensibilidade
quantitativa. Para promover o aprendizado auténomo, o
ambiente sugere ao aprendiz variar o nimero de nds no
dominio e o valor da marcha de incremento temporal, para
observar a estabilidade e taxa de convergéncia numéricas
dos métodos numéricos adotados. Se induz ao aprendiz
concluir via esta proposta de constru¢do do processo de
aprendizagem que o método de FEuler ¢ mais instavel em
relacdo ao método de Crank-Nicolson.

E EEX
m X T1 2 I3 Erro T1,T2(%) Erro T1,T3(%) J| =
1 0.005 g.20009 8.17995 g.1%9904 -0.245649 -0.0128574
2 0.01 16.197 156.1573 16.1948 -0.245304 -0.013908
3 0.015 23.7929 23.73446 23.7892 -0.244765 -0.0155447
4 0.02 30.8001 30.7249 30.7947 -0.244087 -0.017607&
5 0.025 37.0464 36.9582 37.039 -0.243335 -0.018895
& 0.03 42,3784 42,2756 42,369 -0.242583 -0.0221832
7 0.035 45,6661 45,5532 46,6548 -0.241904 -0.024248
it 0.04 49,5052 49,685 49,7923 -0.241365 -0.0258871
9 0.045 51.7185 51.5949 51.7054& -0.241019 -0.0269397
140 0.05 2.3628 02.2387 2.3485 -0.2409 -0.0273024
11 0.055 51.7185 51.5949 51.7054& -0.241019 -0.0269397
2 0.08 49,5052 49,685 49,7923 -0.241365 -0.0258871
13 0.085 45,6661 45,5532 46,6548 -0.241904 -0.024248
14 0.07 2.3784 42,2756 2.369 -0.242583 -0.0221832
15 0.075 37.0464 36.9582 37.039 -0.243335 -0.018895
1& 0.08 30.8001 30.7249 30.7947 -0.244087 -0.017607&
17 0.085 23.7929 23.73446 23.7892 -0.244765 -0.0155447
& 0.09 16.197 156.1573 16.1948 -0.245304 -0.013908
139 0.0%85 g.20009 8.17995 g.1%9904 -0.245649 -0.0128574 || «
100% =~ 4 3
FIGURA 1

JANELA ILUSTRANDO A ANALISE DA CONVERGENCIA NUMERICA DAS TEMPERATURAS T1, T2 E T3, QUANDO 7= 3600 S.

Interpretando Fisicamente a Variacao de
Temperatura

Para proceder a andlise fisica do fendmeno de
resfriamento do epoxy, o ambiente informatizado de
aprendizagem disponibiliza animagdes e graficos da
evolugdo temporal do perfil de temperatura, mostrado-se
ilustrativamente apenas um perfil na Figura 2. Nos
contornos dos perfis, a temperatura é 0 °C, o que atende
as condigdes de contorno representadas por (2) e (3).
Sugere-se ao aluno, como aprendizagem complementar,
adotar outras propriedades termofisicas, podendo assim
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simular o resfriamento e comparar a dindmica da
evolugdo dos perfis de temperatura de diferentes
materiais, o que permite se adquirir uma concep¢do mais
clara do efeito da difusividade térmica.

Esta metodologia ressalta a valorizagdo do
aprendizado autonomo. Na pratica, a informagdo expressa
na forma estatica ndo permitiria ao aprendiz ter contato
com outras realidades fisicas, agora construidas via a
variag@o paramétrica nos dados de entrada do ambiente de
aprendizagem.
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FIGURA 2

JANELA ILUSTRANDO UMA CELULA ABERTA PARA ANALISE DO PERFIL DE TEMPERATURA DURANTE O RESFRIAMENTO DO EPOXY.

CONCLUSOES E SUGESTOES

O ambiente informatizado de aprendizagem permite ao
aluno, segundo um procedimento sistematico, construir o
aprendizado via a navegagdo nas células dos notebooks,
abordando conceitos, formula¢do e solu¢do matematicas
de equagdes diferenciais. A tabela disponibilizada permite
o estudo do mecanismo de convergéncia numérica da
temperatura, favorecendo a analise critica da precisdo dos
resultados. Ja o grafico que exibe a distribuicdo do perfil
de temperatura, possibilita a andlise fisica do fendomeno
do resfriamento. Caso seja interesse do professor, os
algoritmos podem ser matematicamente refinados para
resolver outras variantes do método de diferengas finitas,
ou de outros métodos numéricos, expandindo assim a
abrangéncia tematica da disciplina calculo numérico.

O professor pode propor ao aluno averiguar, com o
auxilio da Internet, eventuais aplicagdes do calculo da
temperatura de resfriamento em casos praticos, citando-se
aplicagdes em engenharias da computagdo, biomédica e
eletronica, industrias quimica, automotiva, farmacéutica
etc.
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