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Resumo

Trata-se de uma proposta de utiliza�c~ao de um rob^odo tipo bra�co mec^anico constru��do a partir de materiaisde baixo custo como ferramenta de apoio aoensino-aprendizado de Matem�atica a n��vel de gradua�c~ao.Desenvolvemos inicialmente um sistema de controlealg�ebrico bidimensional para os modelos cinem�aticosdireto e inverso do bra�co mec^anico, facilitando aprograma�c~ao das suas trajet�orias, descrevendo astransforma�c~oes de coordenadas associadas aomovimento de cada articula�c~ao do rob^o.
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Posteriormente, mostraremos uma representa�c~aon~ao-usual dos quat�ernios, simpli�cando as f�ormulas dosistema de controle para os modelos cinem�aticos direto einverso do bra�co mec^anico.Os quat�ernios t^em contribu��do para pesquisas emcomputa�c~ao gr�a�ca e rob�otica por poderem ser usadosno controle de rota�c~oes em 3D.
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1. Motiva�c~ao

A automa�c~ao �e cada vez mais presente nasind�ustrias do Vale do Taquari-RS.Os cursos da UNIVATES capacitam pessoas atrabalhar nestas ind�ustrias.Os resultados desta atividade t^em servido comosubs��dio para trabalhos e projetos na �area de rob�otica,visando sua aplica�c~ao tamb�em no setor industrial daregi~ao.
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Um dos desa�os do educador �e tornar o processoensino-aprendizagem mais signi�cativo.O mundo fora da sala de aula �e muito mais atrativopara o aluno do que as atividades que ele realiza dentrodela, o que tem reduzido seu interesse pelo estudo,impelindo o professor a procurar novas estrat�egias parainovar suas aulas.Objetivamos criar ambientes de aprendizagem maisatrativos onde os alunos interagem com materiaisconcretos e computadores.
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A redu�c~ao dos custos da eletr^onica vem permitindofazer a aplica�c~ao da rob�otica em diferentes �areas doconhecimento.Para preencher a lacuna descrita acima, foramconstru��dos dois rob^os no desenvolvimento de umapesquisa que contou com bolsistas BIC.Neste primeira etapa contamos com a colabora�c~aodo Prof. Werner Haetinger. Na etapa 3D tivemos aparticipa�c~ao do Prof. Marcelo Malheiros.
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Os rob^os foram totalmente projetados e constru��dosna UNIVATES, desde a parte mec^anica e eletr^onica at�eo software.Descrevemos inicialmente o desenvolvimento de umsistema de controle alg�ebrico bidimensional para omodelo cinem�atico, pesquisando as TL associadas aomovimento das articula�c~oes do rob^o, dinamizando asdisciplinas de �Algebra Linear, C�alculo III, GeometriaAnal��tica, Linguagem C e M�etodos Num�ericos noscursos de Engenharia de Computa�c~ao, Engenharia deProdu�c~ao e Engenharia de Controle e Automa�c~ao daUNIVATES.
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� �Algebra Linear, C�alculo III e Geometria Anal��tica:modelagem matem�atica dos movimentos do rob^oarticulado, via matrizes de rota�c~ao, de transforma�c~oesde coordenadas e de equa�c~oes diferenciais elementares.� Linguagem C: programa�c~ao dos movimentos dobra�co mec^anico.� M�etodos Num�ericos: sintonia �na damovimenta�c~ao do bra�co, estipulando trajet�orias ideaispara problemas relacionados.
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1.1 O Paradoxo da �Algebra Linear B�asica

Por um lado, o Professor n~ao aborda aplica�c~oesmais profundas porque os alunos n~ao possuem muitosconhecimentos t�ecnicos necess�arios e, por outro, osalunos cursam a disciplina de modo t�ecnico sem ver asaplica�c~oes.
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1.2 Motiva�c~ao Matem�atica

O controle de mecanismos articulados �e fortementebaseado em opera�c~oes matem�aticas.A Matem�atica, a Eletr^onica e a Inform�atica s~aobases da rob�otica, que vem sendo empregada cada vezmais nas atividades de controle automatizado,principalmente em processos industriais.Na ind�ustria, os rob^os s~ao usados para manipular emovimentar objetos com precis~ao, bem como emambientes insalubres ou contaminados, por exemplocontendo gases t�oxicos. 9



2 Descri�c~ao do Rob^o

� Pr�e-Constru�c~ao: simula�c~ao das dimens~oes e formavia planilha eletr^onica.� Pr�e-Prot�otipos: constru�c~ao de v�ariospr�e-prot�otipos, utilizando materiais recicl�aveis, paratestar a viabilidade da montagem e de�nir os tipos demecanismos para transmiss~ao de for�ca �as partes do rob^o.� Aquisi�c~ao dos materiais para a montagem do rob^o.
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2.1 O Primeiro Rob^o

Motores de c.c. da linha automotiva (ferro-velho):� motor para giro do pulso: de uma impressora antiga;� estrutura: em madeira (bolsistas) comequipamentos dispon��veis na institui�c~ao;� engrenagens: em tecnil (tornearia local);� eixos das juntas: cubos de bicicleta;� placas controladoras: componentes eletr^onicosreciclados (UNIVATES).11



Os motores de corrente cont��nua facilitam umadetermina�c~ao mais precisa de posi�c~oes do que osmotores de passo, enquanto que os motores de campomagn�etico constante (��m~a permanente) permitem umtorque e uma velocidade relativamente lineares,facilitando a modelagem.O rob^o �e alimentado com apenas uma tens~ao �xa de12 V , de modo que n~ao �e poss��vel alterar a suavelocidade no momento.
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2.2 O Segundo Rob^o

Recebemos apoio da FAPERGS, permitindo aadquisi�c~ao de motores melhores.Solicitamos a fabrica�c~ao de eixos e pe�cas sobmedida.Adquirimos componentes eletr^onicos novos.Ambos os rob^os s~ao id^enticos em sua forma, por�emo segundo tem uma estrutura mais robusta.
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Ver complementa�c~ao com fotos no arquivo anexo,slides 1 a 15.
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Cada rob^o do tipo bra�co mec^anico possui:� uma base �xa;� um suporte vertical girat�orio;� um bra�co superior;� um antebra�co;� um pulso girat�orio;� uma garra magn�etica em sua extremidade.S~ao, portanto, 4 graus de liberdade.As juntas de revolu�c~ao do antebra�co e do bra�co s~aocoplanares. 15



Figura 1: Rob^o do Tipo Bra�co Mec^anico Articulado
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Ver complementa�c~ao com fotos no arquivo anexo,slides 16 a 31.
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Modelar os movimentos do rob^o via �Algebra Linear�e importante para simular as tarefas a serem executadaspelo rob^o dentro da sua c�elula de trabalho.Um rob^o deve se mover e�cientemente de umaposi�c~ao conhecida para outra de destino espec���ca,visando alcan�car os objetos a serem manipulados.Para chegar a estes est�agios so�sticados deautoma�c~ao �e necess�ario haver um sistemacomputacional complexo associado ao rob^o.Da�� a import^ancia das trajet�orias ideais.
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H�a pouca literatura em portugu^es sobre rob�otica esobre a modelagem de trajet�orias ideais em tempo-real.�E dif��cil controlar um rob^o por computador, devido�a complexidade e variedade de ambientes, plataformas,sensores e movimentos envolvidos.N~ao desenvolvemos algoritmos complexos deprocessamento de imagens, nem de intelig^encia arti�cial.Apenas capacitamos o bra�co a operar com umcontrole mais complexo e pr�e-determinado.
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Usando um computador e um software espec���co,podemos variar os ^angulos de controle para o rob^o atuarsobre uma certa regi~ao do plano XOY .Enquanto n~ao est�a plenamente desenvolvida amodelagem matem�atica, a programa�c~ao do rob^o temsido feita com algoritmos heur��sticos e baseados notempo de acionamento de cada um dos seus motores.Desta forma a programa�c~ao exige muitas tentativase repeti�c~oes dos movimentos at�e que se consiga alcan�caro efeito desejado.
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3 A Modelagem Matem�atica

Sejam �1 e �2 os ^angulos de rota�c~ao do bra�co noplano (^angulos de controle), e sejam l1 e l2 oscomprimentos dos segmentos (elos, hastes, ou partesr��gidas): bra�co superior e antebra�co, respectivamente.
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Sejam P = (x; y) um ponto do plano XOY quequeremos alcan�car com o rob^o.Dizemos que P �e o terminal efetuador.Ent~ao temos as equa�c~oes param�etricas do avan�coneste modelo simpli�cado.

x = l1 � cos(�1) + l2 � cos(�1 + �2)y = l1 � sin(�1) + l2 � sin(�1 + �2): (1)
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Sejam os ^angulos de controle em fun�c~ao do tempo t.Suponhamos que o bra�co se estenda horizontalmenteao longo do eixo positivo ~OX a partir de t = 0 e que oselos 1 e 2 girem a taxas constantes de !1 rads e !2 rads ,respectivamente.Ent~ao �1 = �1(t) = !1t e �2 = �2(t) = !2t, donde asequa�c~oes cinem�aticas s~ao descritas por24 xy
35 = 24 cos(!1t) cos((!1 + !2)t)sin(!1t) sin((!1 + !2)t)
35 � 24 l1l2
35 : (2)
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Exemplo: utilizando softwares de baixo custoa,podemos simular situa�c~oes e veri�car a �area de atua�c~aoe o padr~ao de movimento do terminal efetuador numdeterminado intervalo de tempo, �a medida quealteramos os valores de !i, li, i = 1; 2.aSugerimos alguns como Graphmatica, Winplot, Scilab ouGnuplot.
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Figura 3: Padr~ao de Movimento do Efetuador coml1 = l2 = 1, !1 = 2 rads e !2 = 3 rads
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Figura 4: Padr~ao de Movimento do Efetuador coml1 = l2 = 1 e !1 = !2 = 1 rads
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4 Os Modelos Cinem�aticos Direto e Inverso

O rob^o deve pintar uma chapa met�alica de 90cm delargura por 150cm de altura, com movimentos verticais,da base para cima.Ap�os a pintura de cada faixa, deve retornar �a base emover-se horizontalmente para a nova faixa.
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Digamos que tenhamos optado por um rob^o comdois elos de igual comprimento l1 = l2 = 90cm, combase pr�oxima ao canto esquerdo inferior da chapa(Figura 5a).Iniciamos pintando o lado direito de um pontoP = (90; 0) at�e um ponto Q = (90; 150).�E f�acil determinar a posi�c~ao do efetuador no pontoP , escolhendo ^angulos de controle �1 = �3 e �2 = � 2�3(Figura 5b).
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Figura 5: Posicionamentos do Rob^o para a Pintura
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Em geral, o problema todo consiste em encontrar os^angulos de controle correspondentes a um pontoQ = (u; v) qualquer.Para tal, valemo-nos das equa�c~oes cinem�aticas:

24 uv
35 = 24 cos(�1) cos(�1 + �2)sin(�1) sin(�1 + �2)
35 � 24 l1l2
35 : (3)
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Portanto, para p^or o terminal efetuador no pontoQ = (u; v), os ^angulos controladores devem satisfazer asequa�c~oes
u = l1 � cos(�1) + l2 � cos(�1 + �2)v = l1 � sin(�1) + l2 � sin(�1 + �2); (4)

onde l1 e l2 s~ao os comprimentos do bra�co e doantebra�co, respectivamente.Ap�os alguns c�alculos e manipula�c~oes alg�ebricas etrigonom�etricas, obtemos os ^agulos procurados:
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�11 = arccos��B+pB2�4AC2A � radou�12 = arccos��B�pB2�4AC2A � rad; (5)

onde A = 4u2l21 + 4v2l21;B = �4ul1 � (u2 + v2 + l21 � l22); eC = (u2 + v2 + l21 � l22)2 � 4v2l21:
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Para calcular estes ^angulos em graus, bastamultiplic�a-los pelo fator 180� .Basta agora substituir cada um destes ^angulos naprimeira equa�c~ao de (4) e resolv^e-la, obtendo

�21 = ��11 + arccos�u�l1�cos(�11 )l2 � rad;ou�22 = ��12 + arccos�u�l1�cos(�12 )l2 � rad: (6)

�E f�acil ver que uma vez de�nida a posi�c~ao doterminal efetuador, sempre haver�a duas posi�c~oes ideaispara os elos (Figura 5c).
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Agora vejamos como representar gra�camente obra�co mec^anico.Uma vez de�nido o ponto extremo do segundo elodo bra�co, Q = (u; v), e encontrados os ^angulos �11 e �21 ,podemos determinar o ponto extremo do primeiro elo,P = (a; b), via equa�c~oes param�etricas:

a = l1 � cos(�11)b = l1 � sin(�11):
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A equa�c~ao da reta que passa pelos pontos O = (0; 0)

e P = (a; b), �e obtida de
��������

x y 1a b 10 0 1
�������� = 0. Ou seja,

primeiro elo do bra�co �e dado por

r1 : y = ba � x; x 2 [0; a]:
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J�a a equa�c~ao da reta que passa pelos pontos

P = (a; b) e Q = (u; v), �e obtida de
��������

x y 1a b 1u v 1
�������� = 0.

Ou seja, segundo elo do bra�co �e dado por

r2 : y = (v � b)u� a � x+ (ub� av)u� a ; x 2 [a; u]:
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Passemos ao estudo de como programar ocomputador para pintar. Por exemplo, para efetuar apintura no sentido vertical, desde o ponto S = (u; 0) at�eo ponto Q = (u; v), com velocidade constante, basta

considerar o gr�a�co de 8<: r1; se 0 � x � ar2; se a � x � u .

Observe que existe uma limita�c~ao para ascoordenadas u e v, dados os comprimentos l1 e l2, edado o fato de que o caso estudado �e bidimensional.Finalmente, passamos ao estudo de como programaro computador para pintar o segmento de reta verticalentre dois pontos. 38



Sabemos que, al�em de mover o terminal efetuadorsobre a reta vertical, precisamos controlar suavelocidade.No nosso caso, o rob^o se movimenta com velocidadeconstante vvert.Precisamos agora determinar as taxas de rota�c~aod�1dt e d�2dt (em rads ) de modo que dudt = 0 e dvdt = vvert.A primeira condi�c~ao garante que o terminalefetuador se mova verticalmente (pois n~ao h�a velocidadehorizontal), enquanto a segunda garante um movimentopara cima �a velocidade de vvert cms .
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Diferenciando as equa�c~oes cinem�aticas de avan�co(3), obtemos:dudt = �l1 � sin(�1) � d�1dt � l2 � sin(�1 + �2) � � d�1dt + d�2dt �

dvdt = l1 � cos(�1) � d�1dt + l2 � cos(�1 + �2) � � d�1dt + d�2dt �(7)
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Utilizando novamente as equa�c~oes cinem�aticas,conseguimos simpli�car (7) e, ent~ao, utilizar ascondi�c~oes iniciais dudt = 0 e dvdt = vvert para resolv^e-las,obtendo�v � d�1dt � l2 � sin(�1 + �2) � d�2dt = 0

u � d�1dt + l2 � sin(�1 + �2) � d�2dt = vvert: (8)

As equa�c~oes (8) s~ao utilizadas nos algoritmosseguintes:
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1. Modelo Cinem�atico Direto: descri�c~ao da posi�c~ao eda orienta�c~ao da garra em fun�c~ao das vari�aveis da junta.Associa-se a cada elo do rob^o um sistema decoordenadas.(a) em um dado instante t, o rob^o relata os ^angulos decontrole �1 e �2 de seus elos ao computador;(b) o computador usa as equa�c~oes cinem�aticas de avan�coem (3) para calcular as coordenadas u e v doterminal efetuador;(c) de posse destes dados, os valores de �1, �2, u e v s~aosubstitu��dos em (8) para produzir duas equa�c~oes nasinc�ognitas d�1dt e d�2dt ;(d) o computador resolve as equa�c~oes e determina astaxas de rota�c~ao exigidas para os elos.42



2. Modelo Cinem�atico Inverso: o modelo consiste nadetermina�c~ao das vari�aveis da junta a partir da posi�c~aoe orienta�c~ao da garra. Existem duas solu�c~oes para cadaposi�c~ao dada.(a) em um dado instante t, o rob^o relata as coordenadasu e v do terminal efetuador;(b) o computador usa as equa�c~oes (5) e (6) para calcularos ^angulos de controle �1 e �2 de seus elos;(c) de posse destes dados, os valores de �1, �2, u e v s~aosubstitu��dos em (8) para produzir duas equa�c~oes nasinc�ognitas d�1dt e d�2dt ;(d) o computador resolve as equa�c~oes e determina astaxas de rota�c~ao exigidas para os elos.
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Exemplo: com os dados do exemplo anterior (�1 = �3 e�2 = �2�3 ), obtemos as taxas de rota�c~ao (em rads ) para oselos do terminal efetuador se moverem para cima �avelocidade de 1 cms . Ent~ao as equa�c~oes (8) se escrevem como�0 � d�1dt + 90 � p32 � d�2dt = 0

90 � d�1dt � 90 � p32 � d�2dt = 1:Donde d�1dt = 190 � 0; 0111 rads ed�2dt = 145�p3 = p3135 � 0; 0128 rads .Com softwares licenciados (Excel, Mathcad, Matlab,Turbo C), ou livres (Scilab), pode-se facilmente implementareste algoritmo. 44



Mostrar programas em DevC++ em que s~ao feitasas simula�c~oes decritas acima: arquivos bracla.exe,bragra2.exe e brapin4.exe.
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5 Conclus~oes e Atividades Futuras do Caso 2D

O uso do rob^o torna mais palp�avel ao aluno acompreens~ao dos conceitos da �Algebra Linear e daGeometria Anal��tica, mostra com mais riqueza asaplica�c~oes das Equa�c~oes Diferenciais, permite umaintera�c~ao entre teoria e pr�atica nas disciplinas deLinguagem de Programa�c~ao e M�etodos Num�ericos, al�emde consistir numa concretiza�c~ao de um problema realque far�a parte da vida pro�ssional do estudante.
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No momento estamos pesquisando os modelosdescritos acima no caso em que o rob^o �e do tiposerpente, i.e., apresenta v�arias juntas interligadas.Neste caso, no modelo cinem�atico inverso, existemv�arias maneiras de colocar a garra na mesma posi�c~aocom a mesma orienta�c~ao em fun�c~ao da posi�c~ao dasjuntas.Ent~ao surge um novo problema: determinar qual �e amelhor solu�c~ao.
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Outro problema �e que existem singularidades (�asvezes n~ao h�a solu�c~oes).J�a no modelo cinem�atico direto sempre existemsolu�c~oes (sempre tenho uma posi�c~ao da garra resultanteda posi�c~ao das juntas).Contudo, h�a limita�c~oes de posi�c~ao das juntas e doespa�co de trabalho do rob^o que �as vezes impossibilitamsolu�c~oes na cinem�atica inversa.
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Al�em disso, o problema �e n~ao-linear.O modelo direto tamb�em n~ao era, mas dependiaapenas de senos e cossenos, mas pode ser linearizadopor substitui�c~ao de vari�aveis.Na cinem�atica inversa n~ao mais �e poss��vel expressaro problema na forma de matrizes.A vantagem da cinem�atica inversa admitir v�ariassolu�c~oes �e que podemos desviar de obst�aculos.
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Como trabalhos futuros, pretendemos desenvolverum estudo do caso tridimensional e suas implica�c~oes doponto de vista te�orico matricial, bem como asimplementa�c~oes computacionais necess�arias.Ademais, procuraremos desenvolver tamb�em omodelo din^amico.Na se�c~ao seguinte, mostraremos o desenvolvimentoda pesquisa no caso 3D.
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Apresentar slides do arquivo complementar, do 32ao 34.
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6 O Anel H dos Quat�ernios

W.R. Hamilton (1805-1865) fundamentou oscomplexos como pares ordenados de reais.Desenvolveu uma �algebra que permitia trabalharcom vetores no plano, para poder resolver a quest~ao decriar uma �algebra para 3-uplas que permitissemtrabalhar com vetores 3D, em din^amica.A grosso modo, quat�ernios s~ao uma extens~ao de C .Ao inv�es de apenas {, temos tr^es diferentes n�umeros taisque { = | = k = p�1.
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O sistema num�erico de quat�ernios �e importante empelo menos dois contextos:No desenvolvimento da �algebra { mostrou que a leisfundamentais sugeridas pelos sistemas conhecidos at�e1843 n~ao eram algo a ser aceito sempre, a priori.O conjunto H foi o primeiro exemplo conhecidoonde a ordem dos fatores altera o produto, i.e., aprimeira �algebra n~ao-comutativa, permitindo estender oconjunto das �algebras at�e ent~ao conhecidas.
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Sejam H = fa+ b{+ c|+ dk j a; b; c 2 R g oconjunto de todas as CL reais de {; |; k; eq1 = (a1; b1; c1; d1); q2 = (a2; b2; c2; d2) 2 H .De�nimosq1 + q2 = (a1 + a2) + (b1 + b2){+ (c1 + c2)|+ (d1 + d2)k.A multiplica�c~ao �e de�nida por distributividade,considerando as regras: {2 = |2 = k2 = �1, {| = �|{ = k,|k = �k| = {, k{ = �{k = j, donde q1 ? q2 =(a1a2�b1b2�c1c2�d1d2)+(a1b2+a2b1+c1d2�d1c2){+(a1c2+a2c1+d1b2�b1d2)|+(a1d2+a2d1+b1c2�c1b2)k.Tecnicamente, H �e uma anel associativon~ao-comutativo (mais ainda: um anel de divis~ao).
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7 Uma Representa�c~ao N~ao Usual de H

Podemos representar H de v�arias maneiras como CLde 1; {; |, e k:
1. Como um vetor dos quatro coe�cientes nesta CL;2. Como um escalar para o coe�ciente de 1 e um vetorpara os coe�cientes dos termos imagin�arios.
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Em 2., q = a+ b{+ c|+ dk 2 H �e escrito como(a;~v), onde ~v �e o vetor 3D ~v = (b; c; d).Assim, para q1 = (a1; ~v1) e q2 = (a2; ~v2), temos:q1 + q2 = (a1 + a2; ~v1 + ~v2), eq1 ? q2 = (a1a2 � ~v1 � ~v2; a1~v2 + a2~v1 + ~v1 � ~v2) (produtoescalr e produto vetorial, respectivamente).Por conseguinte, se ~0 = (0; 0; 0), ent~ao (a;~0) 2 R ; ese ~v = (b; 0; 0), ent~ao (a;~v) 2 C .A nota�c~ao acima �e n~ao usual para matem�aticos, mas�e a preferida por engenheiros que trabalham comComputa�c~ao Gr�a�ca e Rob�otica, por motivos queveremos a seguir.
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Mais ainda, para q = (a;~v) 2 H , temos que:�q = (�a;�~v) �e o sim�etrico de q;�q = (a;�~v) �e o conjugado de q;q�1 = � aa2+j~vj2 ;� ~va2+j~vj2� �e o inverso de q (q 6= 0).Quat�ernios da forma (a;~0) s~ao usualmentedenotados por a 2 R . Se c �e um escalar, ent~aoc ? q = (ca; c~v). Assim, q�1 = (a;�~v)a2+j~vj2 , onde j~vj �e anorma de ~v, i.e., j~vj = pb2 + c2 + d2. Finalmente,de�nimos a norma de q como jqj =pa2 + j~vj2.
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8 Representando Rota�c~oes por Quat�ernios

Podemos utilizar a multiplica�c~ao de quat�ernios paraefetuar uma rota�c~ao por um eixo unit�ario arbitr�ario ~ude um ^angulo �.O quat�ernio que representa esta rota�c~ao �e q = (a;~v),onde a = cos � �2� e ~v = ~u sin � �2�.Note que jqj = 1, donde q�1 = �q.Representaremos um ponto P 2 R 3 porp = (0; ~P ) 2 H . A rota�c~ao desejada �e dada porProt = q ? p ? q�1:58



9 Quat�ernios Realmente Produzem 3D-Rota�c~oes?

Segundo K. Shoemake, (H ; ?) preserva normas, i.e.,N(p ? q) = N(p)N(q), donde N(q�1) = N(q)�1. Ent~aoN(q ? p ? q�1) = N(p). Portanto a aplica�c~aop q ? p ? q�1 �e uma transforma�c~ao ortogonal em 4D.Por outro lado, a multiplica�c~ao por escalar comuta,donde q ? a ? q�1 = a. Ent~ao a aplica�c~ao p q ? p ? q�1�e uma transforma�c~ao ortogonal do vetor 3D de p.Trata-se de um movimento cont��nuo da identidade acada poss��vel a�c~ao. Isto exclui re
ex~oes, portanto aaplica�c~ao p q ? p ? q�1 �e uma 3D-rota�c~ao.59



10 Aplica�c~oes

Fa�camos duas rota�c~oes da garra do rob^o. Sejamq1; q2 2 H seus representantes unit�arios. A rota�c~aocomposta �e dada porq2 ? q1rot = (q2 ? q1) ? p ? (q2 ? q1)�1:A representa�c~ao de rota�c~oes por quat�ernios (4 nos) �emais compacta que a por matrizes ortogonais (9 nos).Dados um eixo e um ^angulo, �e f�acil construir oquat�ernio correspondente, e reciprocamente. Ambos s~aobastante dif��ceis com matrizes ou ^angulos de Euler.60



Em games de computador e outras aplica�c~oes,interessam as rota�c~oes \suaves", i.e., a imagem deverotacionar lentamente e n~ao de um passo s�o.Isto pode ser obtido escolhendo uma curva emquat�ernios, com um ponto �nal sendo a transforma�c~aoidentidade 1 e o outro sendo a rota�c~ao pretendida, o que�e bem mais problem�atico com outros tipos derepresenta�c~oes de rota�c~oes.
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Ao compor muitas rota�c~oes num computador, errosde arredondamento acumular~ao.Um quat�ernio pode sofrer algum pequeno erro eainda representar uma rota�c~ao.Uma matriz que sofrer um pequeno erro n~ao maisser�a ortogonal e n~ao mais representar�a uma rota�c~ao porcompleto. �E muito dif��cil voltar a fazer uma matrizdestas ser ortogonal.
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A matriz ortogonal que corresponde ao quat�erniounit�ario q = a+ b{+ c|+ dk �e dada por:0BB@ a2 + b2 � c2 � d2 2bc� 2ad 2ac+ 2bd2ad+ 2bc a2 � b2 + c2 � d2 2cd� 2ab2bd� 2ac 2ab+ 2cd a2 � b2 � c2 + d2
1CCA :
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Os quat�ernios s~ao muito utilizados em Computa�c~aoGr�a�ca e associados �a An�alise Geom�etrica pararepresentar rota�c~oes e orienta�c~oes de objetos em R 3.Tamb�em s~ao usados em Teoria de Controle,Processamento de Sinais, F��sica e Mec^anica Orbital.Podemos ainda utilizar quat�ernios para efetuarinterpola�c~oes lineares entre matrizes de rota�c~ao, usandocinem�atica inversa.No artigo associado a esta comunica�c~ao descrevemosalgumas destas aplica�c~oes.
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11 Representando Quat�ernios por Matrizes

H�a pelo menos duas maneiras de faz^e-lo, usandohomomor�smos de quat�ernios-matrizes (preservandosomas e multiplica�c~oes).1. Usando M2(C ): o quat�ernio q = a+ b{+ c|+ dk�e dado por 0@ a� d{ �b+ c{b+ c{ a+ d{
1A :
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Esta representa�c~ao apresenta boas propriedades:� Todo n�umero complexo corresponde a matrizes comentradas reais;� O quadrado da norma do quat�ernio �e odeterminante da matriz associada;� O conjugado do quat�ernio �e a transposta conjugadada matriz associada;� Para quat�ernios unit�arios, fornece o grupo deisomor�smos entre a 3D-esfera S3 e SU(2),importante em mec^anica qu^antica no trato comspins.
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2. Usando M4(R ): o quat�ernio q = a+ b{+ c|+ dk�e dado por 0BBBBB@
a �b d �cb a �c �d�d c a �bc d b a
1CCCCCA :

Neste caso, o conjugado do quat�ernio �e a transpostada matriz associada.
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12 Conclus~oes e A�c~oes Futuras no Caso 3D

Com estas representa�c~oes podemos descrever osmodelos cinem�aticos dos 3D-movimentos do nosso rob^o,generalizando a nossa 2D-descri�c~ao anterior.Como trabalhos futuros estudaremos os sistemas deequa�c~oes n~ao-lineares a v�arias vari�aveis, usando Basesde Gr�obner para determinar a posi�c~ao da garra do rob^oem cada ponto de sua trajet�oria, bem como os modelosdin^amicos da sua movimenta�c~ao.
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Mostrar slides 35 ao 40 do arquivo complementaranexo.
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Mostrar os v��deos anexos, arquivos mov00028.mpg emov00038.mpg.
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Concluir com os slides 41 ao 44 do arquivocomplementar anexo.
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