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Abstract

Introducao

1 Pré-Requisitos

Nestas notas, anéis serao sempre anéis asssociativos com unidade, nao neces-
sariamente comutativos. Ideais de um anel podem ser ideais a direita, esquerda
ou bilaterais. Quando I é um ideal bilateral do anel R diremos simplesmente que
I é um ideal de R e denotaremos por I<{R. Se I é um ideal de R, entao a estrutura
quociente R/I estd definida e existe um epimorfismo canonico 7 : R — R/I tal
que w(r) = r+ 1, para todo r € R. A classe de r em R/I sera denotada por 7 se
nao houver possibilidade de confusao.

Um anel R é dito um anel simples se os tnicos ideais de R sao 0 e R. Isto
significa que para cada 0 # a € R existem b;,¢c; € R, i = 1,...,n tais que
Z biaci =1.

Z Se R é um anel comutativo, entao R é simples se, e somente se, R é um
corpo. Mas, no caso de anéis nao comutativos, a situacao é bem mais complicada.
Alguns resultados e exemplos posteriores tornarao esta afirmacao mais clara.

Um elemento a € R é dito um divisor de zero a esquerda se existir um
elemento 0 # b € R tal que ab = 0. Analogamente, define-se um divisor de zero
a direita. Utilizando anéis de matrizes é facil dar exemplos de elementos que sao
divisores de zero a direita e nao a esquerda.

Um dominio de integridade é um anel que nao tem divisores de zero a direita
(conseqiientemente, tampouco possui divisores de zero a esquerda).
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Um elemento a de um anel R ¢ dito um elemento nilpotente se existir um
inteiro positivo n tal que o = 0. Um anel que nao possui elementos nilpotentes
nao nulos é dito um anel reduzido. Equivalentemente, R é um anel reduzido se
para a € R a relacao a? = 0 implica a = 0.

Um elemento a € R, R um anel, é dito inversivel a direita (resp. a esquerda)
se existir b € R tal que ab =1 (resp. ba = 1). Um elemento inversivel a esquerda
e direita chama-se uma unidade (ou elemento inversivel) de R. O conjunto U(R)
de todas as unidades do anel R é um grupo multiplicativo.

Um anel de divisao é um anel no qual todos os elementos nao nulos sao
inversiveis. Os anéis de divisao comutativos sao os corpos. Os exemplos mais
simples de anéis de divisao nao comutativos sao os quatérnios sobre o corpo dos
nimeros reais ou racionais ([1], (1.1)).

Suporemos conhecidos as definicoes e conceitos basicos da Teoria de Mddulos.
O leitor que o deseje pode consultar [2] e [?].

2 Condicoes de Cadeia

Nesta seccao lembramos alguns resultados sobre condicoes de cadeia, que
suporemos conhecidos. Detalhes sobre o assunto podem ser encontrados em [2].

Dado um conjunto X, dizemos que uma familia de subconjuntos F = (X;);es
de X satisfaz a condicdo da cadeia ascendente (brevemente ACC, do inglés
“ascending chain condition”) se F nao contém uma subfamilia estritamente
crescente X;, C X;, C X;; C ...

Duas formulagoes equivalentes sao as seguintes:

(i) Para qualquer cadeia X;, C X;, C X;, C ..., de elementos de F, existe n
tal que in = Xz =....

n+1

(ii) Qualquer subfamilia ndo vazia de F possui um elemento maximal.

A condicao da cadeia descendente (brevemente DCC, de “descending chain
condition”) pode ser formulada em forma dual.

Seja R um anel e M um modulo a esquerda sobre R.

Definigao 2.1 Dizemos que M ¢é noetheriano (resp. artiniano) se a familia
de submddulos proprios de M satisfaz ACC (resp. DCC).

Os seguintes resultados sao bem conhecidos.

Proposicao 2.2 M ¢ noetheriano se, e somente se, cada submaodulo de M é
finitamente gerado.

Proposicao 2.3 Seja N um submddulo de M. Entdo M é noetheriano (resp.
artiniano) se, e somente se, N e M/N sao noetherianos (resp. artinianos). Em
particular, a soma direta de um nidmero finito de mddulos noetherianos (resp.
artinianos) € noetheriano (resp. artiniano).



Um mddulo M é dito simples (ou irredutivel) se M # 0 e os inicos submédulos
de M sao os triviais (isto é, sao 0 e M).

Uma série composicao de M é uma familia de submoédulos 0 = Ny C Ny C
Ny C ... C N, = M, onde entre N; e N; ;1 nao existem submoddulos diferentes
deles (equivalentemente, o quociente N;1/N; é simples).

O resultado seguinte ¢ muito importante ([2]).

Proposicao 2.4 Um mddulo é noetheriano e artiniano se, e somente se,
POSSUL uma SErie composicao.

Uma série §; é dita um refinamento de outra série S, se S; possuir todos os
termos de S;. Se M possui uma série composicao, entao toda outra série pode
ser refinada até obter-se uma série composicao. Mais precisamente,

Proposicao 2.5 (Schreier) Dadas duas séries de M, ambas as séries podem
ser refinadas de modo tal que os refinamentos tenham o mesmo comprimento e
todos os fatores de um sejam isomorfos aos fatores do outro (ndo necessariamente
na mesma ordem).

Em particular, temos o famoso Teorema de Jordan-Hélder:
Teorema 2.6 Sejam 0= Ny C Ny C...C N, =M e
0=N,CN,C...CN, =M

duas séries composicio. Entao m = s e existe uma permutacao ™ do conjunto
{0,1,....,m — 1} tal que Niy1/Ni 2= Ny i1 /Ny

Um anel R é dito noetheriano (resp. artiniano) a esquerda se R, considerado
como R-mdédulo a esquerda, é noetheriano (resp. artiniano). Defini¢do anéloga é
dada & direita. R é dito noetheriano (resp. artiniano) se R é noetheriano (resp.
artiniano) a esquerda e a direita.

Um anel noetheriano (artiniano) a esquerda nao necessariamente é noetheriano
(artiniano) a direita ([1], pag 22). Ou seja, existem anéis noetherianos (artinianos)
a esquerda que nao sao noetherianos (artinianos).

Temos também a seguinte

Proposigao 2.7 Seja M um R-mddulo a esquerda finitamente gerado, onde
R ¢é noetheriano (resp. artiniano) a esquerda. Entao M é noetheriano (resp.
artiniano).

Para terminar esta secao queremos mencionar um interessante resultado devido
a C. Hopkins e J. Levitzky, que pode ser encontrado em [1] (Teorema 4.15).
Notemos que este resultado vale somente para anéis com unidade e nao vale para
modulos.

Teorema 2.8 Se R é um anel artiniano a esquerda (resp. direita), entao R
¢ noetheriano a esquerda (resp. direita).



3 Modbdulos e Anéis Semisimples

Seja R um anel e seja M um modulo a esquerda sobre R.

Definicao 3.1 M ¢ dito semisimples se todo submaddulo de M é um somando
direto.

Note que, de acordo com a definicao, todo médulo simples é semisimples.
Além disso, o médulo zero é semisimples mas nao é simples.

Lema 3.2 Todo submddulo de um maodulo semisimples é semisimples.

Prova. Se M é semisirpples e K < N < M, entao existe um submodulo P de
M tal que K @ P = M. E fécil verificar que K & (N N P) = N, o que completa
a prova. [ |

Lema 3.3 Todo mddulo semisimples nao nulo contém um submddulo simples.

Prova. Seja M um modulo a esquerda semisimples e seja 0 # m € M. Entao
Rm é semisimples, pelo Lema 3.2, e é suficiente provar que Rm contém um
médulo simples.

Pelo Lema de Zorn, existe um submédulo N de Rm que é maximal com
respeito a propriedade m ¢ N. Seja P um submédulo de Rm tal que N & P = Rm.
Entao P é simples. De fato, se existir 0 # K < P temos N & K D N. Portanto,
m € N @ K e segue que N & K = Rm. Agora é facil verificar que K = P. ]

Estamos agora em condigoes de obter duas outras caracteriza¢oes de modulos
semisimples.

Teorema 3.4 Seja M um R-mddulo a esquerda. As sequintes condi¢oes sao
equivalentes:

(i) M € semisimples.
(ii) M ¢é uma soma direta de médulos simples.

(iii) M € uma soma de mddulos simples.

Prova. (i) — (ii): Seja M; a soma de todos os submddulos simples de M.
Sendo que M ¢é semisimples, existe um submaodulo M, de M tal que My & My = M.
Pelo Lema 3.3, M, é semisimples e, portanto,se é nao nulo contém um submaodulo
simples N. Isto é impossivel, sendo que N deveria estar contido em M; e
My N My, =0.

(iii) — (i): Suponhamos que M é a soma dos submddulos simples (M;);cq e
que N é um submoédulo de M. Consideremos a familia de todos os subconjuntos
A de € tais que

(a) Xjea M; é uma soma direta.



E facil verificar que o Lema de Zorn se aplica para a familia de todos os
subconjuntos A. Portanto, existe um subconjunto I' maximal que satisfaz as
propriedades (a) e (b) para A =T.

Seja P = N + .ZF@Mj =N& ZFEBMj e suponhamos que P # M. Entao

S €
existe um k € tajl que My ¢ P. 601110 My, é simples temos que M, N P = 0.
Portanto a soma P + M é direta e segue que

N&Y oM;+M,=N®Y oM;® M,
jer jer
o que contradiz a escolha de I'. Isto mostra que M = N @ Y ®M;, ou seja, N
j€r
¢ um somando direto de M.
A prova de (iii) — (ii) é mesma da de (iii) — (i) com N =0 e (ii) — (iii) é
obvio.

Vamos agora definir os objetos mais importantes nestas notas, os anéis semi-
simples.

Definicao 3.5 Um anel R € dito semisimples a esquerda se o R-mddulo a
esquerda R € semisimples.

Utilizando médulos a direita em lugar de médulos a esquerda, podemos definir
de maneira semelhante anéis semisimples a direita. Veremos depois que um anel
¢ semisimples a esquerda se e somente se é semisimples a direita. Portanto
poderemos omitir os adjetivos “direita” e “esquerda” quando falarmos de anéis
semisimples.

O seguinte teorema estabelece varias formas equivalentes para a Definicao
3.5.

Teorema 3.6 Para um anel R, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
i) R € semisimples a esquerda.

ii) Toda seqiiéncia exata curta de R-mddulos & esquerda cinde.

(

(

(iii) Todo R-mddulo a esquerda é semisimples.

(iv) Todo R-mddulo a esquerda finitamente gerado é semisimples.
(

v) Todo R-mdédulo a esquerda ciclico é semisimples.

Prova. As implicagoes (iii) — (iv) — (v) — (i) sdo claras.

Dizer que um submédulo N de um médulo M é um somando direto é equi-
valente a dizer que a seqiiéncia exata curta 0 - N — M — M/N — 0 cinde.
Logo (ii) e (iii) sao equivalentes.

Portanto, para completar a prova é suficiente provarmos que (i) — (iii). Seja,
entao, R semisimples a esquerda e M um R-moédulo a esquerda qualquer. Para
m € M, Rm é um submédulo de M. Consideremos o homomorfismo f : R — Rm
definido por f(r) = rm, para todo r € R. O nicleo ker(f) de f é um submédulo
do R-médulo & esquerda R. Por tanto, R ~ Ker(f) ® Rm, e entdo Rm pode
ser considerado um submodulo de R. Isto implica que Rm é semisimples e,



conseqiientemente, é uma soma de moédulos simples. Portanto M = . Rm é
rEM
também uma soma de médulos simples, o que completa a prova. [ ]

Uma das caracterizacoes do teorema anterior permite obter um coroldrio
muito interessante.

Corolario 3.7 Um anel semisimples a esquerda é noetheriano e artiniano a
esquerda.

Prova. Por hip6tese, R é uma soma direta de ideais a esquerda (I;);cq que sao
simples como R-mddulos. Sendo que 1 € R, podemos escrever 1 = Y7 | u;, onde
n
u; € I;, para todo 7 = 1,...,n. Entao R = ) &®I;, e como cada [; é simples,
i=1
segue que 0 < 1 <1 dlh<...<Ii&...®1, =R é uma série composicao do
R-médulo R. Portanto R é noetheriano e artiniano a esquerda, pela Proposicao
2.4.

Existem caracterizagoes homolégicas da classe de anéis semisimples, que apre-
sentaremos rapidamente aqui. O leitor que deseje mais detalhes sobre o assunto
pode ver ([1], pag. 29-30).

Um médulo P é dito projetivo se para todo epimorfismo f : N — M e todo
homomorfismo g : P — M existe um homomorfismo h : P — N tal que foh = g.
Dizer que um modulo é projetivo equivale a dizer que ele é um somando direto
de um modulo livre. Temos o seguinte:

Teorema 3.8 Para um anel R, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) R ¢é semisimples a esquerda.

(ii) Todo R-mddulo a esquerda é projetivo.
(iii) Todo R-mdédulo a esquerda finitamente gerado € projetivo.
(

iv) Todo R-mddulo a esquerda ciclico é projetivo.

A noc¢ao dual de médulo projetivo é a de médulo injetivo. Um modulo I é
injetivo se para todo monomorfismo f : K — M e todo homomorfismo g : K — [
existe um homomorfismo h: M — I tal que ho f = g.

Teorema 3.9 Para um anel R, as sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) R é semisimples a esquerda.

(ii) Todo R-mddulo a esquerda € injetivo.
(iii) Todo R-mddulo & esquerda finitamente gerado é injetivo.
(

iv) Todo R-mddulo a esquerda ciclico é ingjetivo.



4 O Radical de Jacobson

A teoria dos anéis semisimples, tal como foi desenvolvida por Wedderburn
para agebras de dimensao finita, tinha um tratamento diferenciado do adaptado
aqui. Ele definiu o radical de A para cada algebra A, como sendo o maior ideal
nilpotente de A, isto é, a soma de todoas os seus ideais nilpotentes. Uma algebra
A é dita semisimples se o seu radical é zero. Este enfoque segue um paralelo com
a teoria de E. Cartan para agebras de Lie semisimples, que Cartan classificou
completamente (sobre ().

Artin estendeu os resultados de Wedderburn para anéis que satisfazem DCC.
Para um anel R nestas condicoes, a soma dos seus ideais nilpotentes é ainda
nilpotente. Portanto R possui um maior ideal nilpotente w(R), chamado o radical
de Wedderburn de R. E a teoria pode ser estendida com sucesso para anéis que
satisfazem DCC e com w(R) = 0.

Para um anel arbitrario R, ja nao é mais verdadeiro que a soma de todos
os ideais nilpotentes é ainda nilpotente. Portanto, R pode nao possuir mais um
maaior ideal nilpotente. O problema de encontrar uma adequada generalizacao
do radical de R foi finalmente resolvido em 1945 por N. Jacobson, quem comecgou
com a nocao geral do radical para um anel arbitrario. Se R possui DCC sobre
ideais unnilaterais, entao este radical .J(R), hoje chamado de radical de Jacobson,
é igual a soma de todos os ideais nilpotentes de R. Assim, o radical de Jacob-
son prové um adequado substituto para o radical de Wedderburn. Mais ainda,
desde sua formulacao a teoria geral de Jacobson sobre o radical tem provado ser
fundamental para o estudo da estrutura dos anéis. Nesta secao apresentaremos
os principais resultados basicos desta teoria.

Tendo definido o radical de Jacobson J(R) de um anel R, podemos definir
uma no¢ao mais geral de semisimplicidade: um anel R serd dito Jacobson (ou
J-) semisimples se J(R) = 0. Estes anéis J-semisimples generalizam os anéis
semisimples estudados na secao 4, e portanto devem ter um importante papel no
estudo dos anéis que nao necessariamente satisfazem DCC.

Existem outros radicais que generalizam o radical de Wedderburn. Estes
outros radicais podem nao ser tao fundamentais quanto o radical de Jacobson.
Mas, em certo sentido eles refletem mais precisamente a estrutura dos ideais nil
(e nilpotentes) de R. Assim, eles se parecem mais com o radical de Wedderburn.
Estes radicais serao mencionados na préxima (e iltima) se¢ao destas notas.

Definigao 5.1 Seja R um anel. O radical de Jacobson J(R) de R é definido
como sendo a intersecao de todos os ideais mazrimais a esquerda de R.

Notemos que se R é um anel nao nulo, pelo Lema de Zorn R possui ideais a
esquerda maximais.

Na definigao acima deveriamos chamar J(R) de radical de Jacobson a esquerda.
[sto é desnecessario, pois como veremos depois, a intersecao de todos os ideais
a esquerda maximais de R coincide com a intersecao dos ideais a direita maxi-
mais. Assim sendo, as duas possiveis versoes a esquerda e a direita coincidem.
E adicionalmente teremos que J(R) é um ideal bilateral de R.



Comecamos agora pelo seguinte

Lema 5.2 Sejam R um anel ey € R. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) y € J(R):
(i) 1 — zy ¢é inversivel a esquerda, para todo x € R;

(iii) yM = 0, para todo R-mddulo a esquerda simples.

Prova. (i)—(ii): Se existir z € R tal que 1 — zy nao é inversivel a esquerda,
R(1 — zy) é um ideal & esquerda préprio de R. Portanto, existe um ideal a
esquerda maximal N de R tal que 1 — 2y € N. Assim, como y € N obtemos a
contradicao 1 € N.

(ii)—(iii): Suponhamos que M é um R-mddulo a esquerda simples e que
ym =% 0, para algum m € M. Sendo que M é simples temos que Rym = M.
Portanto, existe z € R tal que xym = m, ou seja, (1 — zy)m = 0. Isto é um
absurdo, pois 1 — xy é inversivel a esquerda.

(iii)—(i): Se y & J(R), existe um ideal & esquerda maximal M de R tal que
y ¢ M. Agora, R/M é simples e, conseqiientemente, yR/M = 0. Segue que
y € M, o que é uma contradicao. [ ]

Dado um R mdédulo & esquerda M, definimos Ann(M) = {r € R: rM = 0}.
Assim, Ann(M) < R.

Suponhamos que M é ciclico. Entao M ~ R/I, para um ideal a esquerda [
de R. Neste caso,

Ann(M) = {reR: rR/I=0}=
= {reR: rRCI}.

E facil verificar que Ann(M) é o maior ideal bilateral de R contido em I.
Denotaremos este ideal por (I : R).

Corolario 5.3 J(R) = Ny Ann(M), onde M percorre todos os R-mddulos a
esquerda simples. Em particular, J(R) é um ideal bilateral de R.

Prova. Segue de (iii) do Lema 5.2. A dltima parte é conseqiiéncia do fato
que Ann(M) < R. n

Uma outra caracterizacao do radical de Jacobson é dada no seguinte

Lema 5.4 Seja y € R. As sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) y € J(R);

(ii’) 1 —2yz € U(R), para todos x,z € R.

Prova. (ii’)—(i): Segue do lema 5.2, tomando z = 1.

(i)—(@{i"): Se y € J(R), entao yz € J(R). Logo 1 — xyz é inversivel a
esquerda. Portanto existe u € R tal que u(1 —xyz) = 1. Além disso zyz € J(R)



e, conseqiientemente, 1+ uxyz é inversivel a esquerda. Mas 1+ uzxyz = u, donde
u é inversivel em R. Segue que 1 — xyz também é inversivel em R. ]

Corolério 5.5 (A) J(R) é o maior ideal a esquerda I de R tal que 1 +1 C U(R)
(entdo J(R) é também o maior ideal I de R com esta propriedade).

(B) J(R) coincide com a interse¢ao de todos os ideais mazimais & direita de

R.

Prova. (A) Sea € J(R), entao 1+a € U(R) por (ii’), Lema 5.4. Seja agora
I um ideal a esquerda de R. Se b € I, entao xb € I para todo z € R. Assim
1 —ab e U(R) e segue que a € J(R). Logo I C J(R).

(B) Segue da simetria da condigao (A) (ou também da simetria de (ii’)). m

Proposigao 5.6 Seja I um ideal de R tal que I C J(R). Entdo

J(R/I) = J(R)/I.

Prova. Segue da correspondéncia biunivoca entre os ideais de R/I e os ideais
de R que contem 1. m

Como ja dissemos acima, a nocao de radical de Jacobson conduz a uma nova
nocao de semisimplicidade.

Defini¢ao 5.7 Um anel R ¢é dito Jacobson semisimples (ou J-semisimples)
se J(R) = 0.

Anéis Jacobson semisimples sao chamados também semiprimitivos na literatu-
ra. A justificativa desta terminologia ficara clara mais adiante.

Alguns livros e trabalhos cientificos também utilizam “semisimplicidade” em
lugar de “.J-semisimplicidade”. O leitor deve entao ter cuidado para verificar
qual terminologia o autor estd utilizando em cada caso.

Da Proposicao 5.6, o seguinte corolario é imediato.
Coroldrio 5.8 Para todo anel R, R/J(R) é semisimples.

Vamos agora provar que se R é um anel que satisfaz DCC sobre ideais a
esquerda, entao o radical J(R) de R é o maior ideal nilpotente de R. Comecemos
pelo seguinte

Lema 5.9 Todo ideal a esquerda (direita) nil de R estd contido em J(R).

Prova. Seja I um ideal a esquerda nil de R. Se x € I, entao a = yx € I para
todo y € R. Portanto a é nilpotente e assim existe um numero n > 1 tal que
a" = 0.

E claro que (1+a+ ...+ a" Y)(1 —yz) = 1. Assim 1 — yz é inversivel &
esquerda e segue que x € J(R). n

Agora estamos em condigoes de provar o seguinte



Teorema 5.10 Seja R um anel artiniano a esquerda. Entao J(R) é o maior
ideal nilpotente de R.

Prova. Pelo Lema 5.9 é suficiente mostrarmos que J =: J(R) é nilpotente.

Consideremos J D J? D J? D .... Entao existe um nimero n > 1 tal que
Jtl = Jr. Seja I =: J".

Se I # 0, como I? = I segue que a familia de todos os subideais & esquerda B
de R tais que IB =# 0 é nao vazia. Portanto, existe um ideal a esquerda minimal
A de R tal que IA # 0. Seja a € A tal que Ia # 0.

Sendo que I(Ia) = I?a = Ia # 0, temos que Ia = A (note que ITa C A).
Assim existe x € I tal que za = a, isto é, (1 — z)a = 0. Mas, como z € J(R),
1—x € U(R). Logo a = 0, o que é uma contradicao.

Logo J" =1 =0, o que completa a prova. [ ]

Coroldrio 5.11 Se R ‘e um anel artiniano a esquerda (direita), entao todo
nil ideal de R € nilpotente, e reciprocamente.

Prova. Todo ideal nilpotente é nil. Reciprocamente, se I é um nil ideal, entao
I C J(R). Logo I é nilpotente. u

Agora podemos relacionar os dois tipos de semisimplicidade utilizados até
agora.

Teorema 5.12 As sequintes condi¢des sao equivalentes:
(i) R € semisimples a esquerda;

(ii) R é J-semisimples e artinitano 4 esquerda (direita).

Prova. (i)—(ii): Por hipétese, o ideal J(R) é um somando direto de gR.
Portanto existe um idempotente e € J(R) tal que J(R) = Re. Mas, 1—e € U(R)
e e(l —e)=0. Segue que e =0 e logo J(R) = 0.

(ii))—(i): Observemos primeiro que todo ideal & esquerda minimal I de R
é um somando direto. De fato, como J(R) = 0, existe um ideal & esquerda
maximal M de R tal que I € M. Sendo I minimal, obtemos I " M = 0 e
I+ M=R. Logo I & M = R.

Sendo que R é artiniano, existe um ideal a esquerda B; tal que R = A @ B;.
Aplicando outra vez a artinianidade, existe um ideal a esquerda minimal A C B,
de R. Além disso, A; @ B = R, para algum ideal a esquerda B;. Obtemos assim
R:Al@AQ@(BlmBQ)

Repetindo o procedimento, obtemos

R=A10A4&..0A,®&(BNB;N...NB,),

onde Bi D BiNBy D ... D> B NByN...N B, e os ideais a esquerda A; sao
minimais.

Por hipétese, existe um inteiro m tal que By N...N B, = 0 e assim
R=A&...0 A, é semisimples. [ ]

O seguinte resultado é de importancia fundamental na teoria de anéis e
modulos.
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Teorema 5.13 (Lema de Nakayama)
Seja J um ideal a esquerda do anel R. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) J C J(R);

(ii) Para todo R-mdédulo a esquerda finitamente gerado M, JM = M implica
M = 0;

(iii) Para todo R-mddulo a esquerda M e todo submddulo N tais que M/N é
finitamente gerado, N + JM = M implica N = M.

Prova. (i)—(ii): Seja M um R-mdédulo a esquerda finitamente gerado nao
nulo. Podemos entao aplicar o Lema de Zorn para determinar um subméddulo
maximal P de M. Assim, M/P é simples e J(M/P) =0, isto é, JM C P. Logo
JM # M.

(ii)—(iii): E suficiente aplicar (i) ao médulo M/N.

(iii)—(i): Suponhamos que existe J Z J(R). Entao existe um ideal maximal
a esquerda M tal que J € M. Assim M + J = R e, sendo que R/ M é
finitamente gerado, segue que M = R, contradicao. [ ]

Quando Artin estendeu a teoria de Wedderburn, parece que ele nao obser-
vou que para anéis DCC implica ACC. Ele assumiu no seu trabalho ambas as
condicoes ACC e DCC. Este resultado foi obtido anos depois por Hopkins e
Levitzki, independentemente. Para concluir esta secao, apresentaremos uma
prova para a seguinte versao mais geral deste resultado.

Teorema 5.14 Seja R um anel para o qual J(R) ¢é nilpotente e R/J(R) ¢é
semisimples. Entao para todo R-maodulo a esquerda M, as sequintes condigoes
sao equivalentes:

(i) M € noetheriano;
(il) M € artiniano;
(iii) M possui uma série composi¢ao.

Prova. Pelos resultados da segao 2, (iii) implica (i) e (ii). Logo sera suficiente
provar que (i)—(ii) e que (ii)—(iii). Suponhamos que M é noetheriano ou ar-
tiniano. Seja n > 1 um inteiro tal que J" = 0 e seja R = R/.J. consideremos a
filtracao

MDJMDJ’MD...2J"M=0.

E suficiente provar que cada fator P; =: JiM/J*'M possui uma série com-
posicao. Note que P; é noetheriano ou artiniano, como maédulo a esquerda sobre
R. Portanto, P; é uma soma direta de R-mdédulos simples, sendo que R é semisim-
ples. A condicao ACC ou DCC implica que esta soma é finita. Segue que P,
possui, de fato, uma série composicao como um R-médulo. Finalmente, como
para todo médulo simples N temos que JN = 0, a série é também uma série
composicao como R-modulo. [ ]

Um anel que satisfaz as condicoes do Teorema 5.14 é chamado um anel
semiprimario.
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Corolério 5.15 (1) Um anel é artiniano a esquerda se e somente se é noethe-
riano a esquerda e semiprimdrio.

(2) Um mddulo a esquerda finitamente gerado sobre um anel artiniano a
esquerda R possui uma série composi¢ao.

Prova. Pelos Teoremas 5.10 e 5.12, se R é artiniano a esquerda, entao R é
semiprimério. Logo (1) é conseqiiéncia do Teorema 5.14.

Sendo que moédulos a esquerda finitamente gerados sobre anéis artinianos a
esquerda sao artinianos, (2) segue também do Teorema 5.14. n

5 Estrutura de Anéis J-Semisimples

O principal objetivo desta secao é provar o Teorema da Densidade de Jacobson
e Chevalley. Este resultado, aplicado a classe dos anéis artinianos, recuperara o
Teorema de Wedderburn-Artin.

Além disso, introduzimos a classe dos anéis primitivos a esquerda. Aplicado
a esta classe, o Teorema da Densidade estabelece que todo anel primitivo a es-
querda é um subanel “denso” de um anel de transformacoes lineares de um espaco
vetorial sobre um anel de divisao. Este teorema de estrutura para anéis primi-
tivos é uma extensao do Teorema de Wedderburn-Artin para anéis artinianos
simples.

Um anel .J-semisimples sera chamado, nesta secao, de semiprimitivo. Para
motivar a definicao de anel primitivo, vejamos primeiro a seguinte caracterizacao
de anel semiprimitivo.

Proposicao 6.1 Um anel R é semiprimitivo se, e somente se, existir um
R-mddulo a esquerda semisimples fiel.

Prova. Seja M um mddulo a esquerda semisimples fiel e seja M =3, &M, a
decomposi¢ao de M como soma de mddulos simples. Sabemos que J(R)M; = 0,
para todo i, portanto J(R)M = 0. Mas, como M é fiel, segue que J(R) = 0.

Reciprocamente, suponhamos que J(R) = 0 e seja (M;);cq a familia de todos
os R-mdédulos & esquerda simples (um para cada classe de isomorfismo). Entao
M = 3 ,cq®M; é semisimples e Ann(M) = N;cq Ann(M;) = J(R) = 0. Logo
M é semisimples e fiel. [ ]

Motivados pelo resultado anterior damos a seguinte:

Definicao 6.2 Um anel R é dito primitivo a esquerda se existir um R-mddulo
a esquerda simples e fiel.

Obviamente, a mesma definicao pode ser dada para anéis primitivos a direita.
Devemos notar que a definicao nao é simétrica. Um exemplo de um anel primitivo
a esquerda, que nao é primitivo a direita foi dado por G. Bergman em 1965. Mas,
como ja sabemos, a nocao de semiprimitividade é simétrica.
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Se R é um anel de divisao, um espaco vetorial a direita sobre R é simples e
fiel. Logo R é primitivo a esquerda e a direita.

Se R é um anel comutativo e primitivo, entao R é um corpo. De fato, se M
é um R-modulo simples e fiel, entdo M ~ R/M, para um ideal maximal M de
R. Mas MM = 0 e, portanto M = 0.

E ttil estender a nocao de primitividade para ideais.

Definigao 6. Um ideal I de um anel R € dito primitivo a esquerda (resp. a
direita) se R/I é um anel primitivo & esquerda (resp. a direita,).

Proposicao 6.4 Seja I um ideal de R. Entdo I é primitivo a esquerda (resp.
a direita) se I é o anulador de um R-mddulo a esquerda (resp. a direita) simples.

Prova. Seja I = Ann(M), onde p M é simples. Entao M pode ser considerado
como um R/I-médulo a esquerda simples e fiel. Logo R/ é primitivo a esquerda,
isto é, I é um ideal primitivo a esquerda.

Reciprocamente, se R/I é primitivo a esquerda, entao existe um médulo g, M
simples e fiel. Logo rM é simples e Ann(M) = I. u

Lembrando agora a caracterizacdo do Lema 5.2 (ndo seria Corolario 5.37)
resulta o seguinte:

Corolario 6.5 O radical de Jacobson de R é igual a intersecao de todos os
ideais primitivos a esquerda (direita) de R.

E util comparar a classe de anéis primitivos com outras classes de anéis igual-
mente importantes. Para fazer isso introduzimos agora duas outras definicoes |,
ainda que isso nao seja estritamente necessario para estudar a estrutura de anéis
primitivos e semiprimitivos.

Definicao 6.6 Um anel R ¢ dito primo se, para quaisquer ideais A , B de
R, temos que AB = 0 implica A =0 ou B =0.

Esta definicao estende naturalmente a nocao de dominio de integridade em
anéis comutativos. Uma outra possibilidade seria a de utilizar diretamente como
definicao: ab =0, com a,b € R, implica a = 0 ou b = 0. Um anel nao comutativo
que satisfaz esta propriedade chama-se também um dominio, mas é conveniente
salientar que a definicao acima é a extensao mais util para o conceito de dominio.
Nao poderemos justificar nestas notas esta afirmacao. O leitor pode observar que
das definicoes resulta que um anel de matrizes sobre um anel de divisao é um
anel primo, mas nao é um dominio.

Definicao 6.7 Um anel R é dito semiprimo se, para qualquer ideal A de R,
A" =0, comn > 1, implica A = 0.

Um anel semiprimo pode também ser definido pela condicdo: A% = 0 implica
A = 0. E claro que todo anel primo é semiprimo.

Defini¢ao 6.8 Um ideal P de um anel R é dito primo (resp. semiprimo) se
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R/P é um anel primo (resp. semiprimo).

Um ideal P de R é primo (resp. semiprimo) se, e somente se, para quaisquer
ideais A e B de R (resp. A de R), temos que AB C P (resp. A? C P) implica
ACPouBCP (resp. AC P).

E claro que uma intersecao de ideais primos é um ideal semiprimo.

Vamos agora comparar estas classes de anéis com as classes dos anéis primi-
tivos a direita (resp. semiprimitivos).

Proposicao 6.9 (1) Todo anel simples é primitivo (a esquerda e a direita).
(2) Todo anel primitivo (a esquerda ou a direita) € primo.

Prova. (1) Seja M um ideal maximal & esquerda de R. Entao M = R/ M é
um mdédulo a esquerda simples. Além disso, M é fiel, pois Ann(M) é um ideal
bilateral do anel simples R.

(2) Suponhamos que R é primitivo a esquerda e seja M um R-médulo a
esquerda fiel. Se A e B sao ideais de R e AB = 0, entao ABM = 0. Como
BM ¢é um submédulo de M temos duas possibilidades: Se BM = 0, entao
B C Ann(M) =0. Se BM = M, entao 0 = ABM = AM e segue que A=0. m

E claro que todo anel primitivo a esquerda é semiprimitivo, pela Proposicao
6.1. Num anel semiprimitivo R o ideal nulo é intersecao de ideais primitivos a
esquerda. Logo R é semiprimo. Assim temos as seguintes implicacgoes:

semisimples — semiprimitivo == semiprimo
fH(se DCC) f ﬂ
simples —>  primitivo a esquerda - primo

As implicacoes do diagrama acima nao sao reversiveis, mas o sao sob a
hipétese de que o anel é artiniano a esquerda.

Proposigao 6.10 Seja R um anel artiniano a esquerda. Entao:
(1) R é semisimples <= R € semiprimitivo <= R é semiprimo.
(2) Ré simples <= R ¢ primitivo a esquerda <= R é primo.

Prova. (1) E suficiente provarmos que, se R é semiprimo e artiniano a es-
querda, entao R é semisimples. O argumento é o mesmo utilizado no Teorema

(2) Se R é primo, entao R é semiprimo. Entao por (1) R é semisimples. Assim,
pelo Teorema de Wedderburn-Artin, R é um produto direto finito de anéis de
matrizes sobre anéis de divisao. Como cada componente nesta decomposicao é
um ideal de R e o produto de componentes distintas é nulo, o fato de R ser primo
implica que existe somente uma componente. Logo R é simples. ]

Vamos agora provar o Teorema da Densidade para anéis semiprimitivos. A
estrutura de um anel primitivo a esquerda resultard como conseqiiéncia deste
teorema.
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Vamos primeiramente definir a nocao de densidade. Sejam R e S dois anéis
e M um RS-bimédulo a esquerda sobre R e a direita sobre S. Escrevemos
E =: End(Ms), o qual age sobre M a esquerda. Por outro lado, R também age
sobre Mg e cada elemento r € R define um elemento p(r) € E por p(r)(z) = rzx.

Dizemos que R age densamente em Mg se, paratodo f € Fewvy,...,v, € M,
existe r € R tal que f(v;) = rv;, para todoi=1,...,n.

Seja M um R-moédulo semisimples, S = End(rM) e E = End(Ms). Entao
M é um ES-bimédulo e podemos considerar p(R) C E, onde p é como antes.
Temos o seguinte:

Lema 6.11 Sob as condi¢coes acima, se N é um R-submddulo de M, entdo
N € também um E-submaodulo.

Prova. Sendo que M é semisimples, existe um R-submoddulo P de M tal que
M = N@&® P. Seja e € S a projecao canonica sobre o submoédulo N e seja f € E.
Temos f(N) = f(Ne) = F(N)e C N. Logo N ¢ um E-submddulo. n

Provemos agora o teorema fundamental desta secao.

Teorema 6.12 (Teorema da Densidade de Jacobson e Chevalley) Seja
R um anel e M um R-mddulo a esquerda semisimples. Entao, para
S =: End(rM), R age densamente em Msg.

Prova. Como antes, seja E = End(Mg). Para f € E e vy,...,v, € M, temos
que encontrar um elemento r € R tal que f(v;) = rv;, para todo i.
Seja V. = M™, a soma direta de n coépias de M. Entao V é um R-mddulo

S' = End(gV) = End(xM") ~ M,(End(zM)) = M,(S).

Seja agora ¢ : V. — V definida por ¢ = (f, f,..., f). Entao ¢ € End(Vs).
De fato, se e = (e;;) é uma matriz de M, (S), para qualquer (z1,29,...,2,) € V,
temos

o((T1,-- s an)e) = @ Tiein, ..., Tiey) =

= (f(Zwieu),-.-,f(Zwiem)) =
= (X f@ea, ... f(@i)en) =
= (f(x1),..., f(zn))e=

= p(r1,...,2,)e.

Consideremos agora o R-mdédulo ciclico W de V' gerado por (vq,...,v,) € V.
Pelo lema anterior, aplicado a W C V, W é um End(Vs)-mddulo a esquerda.
Em particular, como ¢ € End(Vs/), temos ¢(vy,...,v,) € W. Portanto, existe
r € R tal que ¢(vq,...,v,) =1r(v1,...,0,). Conseqilentemente, f(v;) = rv;, para
i=1,2,...,n. ]
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Corolario 6.13 Sejam R, M, S e E como no Teorema da Densidade. Se
Mg é finitamente gerado, entao a aplica¢ao natural p: R — E é sobrejetora.

Prova. Sejam vy,...,v, € M um sistema de geradores do S-mddulo a direita
M. Se f € E, existe r € R tal que f(v;) =71v;, 0 =1,...,n. Se v € M, entao
v =Y va;, onde a; € S. Portanto, f(v) =3 f(v;)a; = ¥ rv;a; = rv e segue que
f=p(r). m

O principal caso de interesse, do Teorema da Densidade, é quando M é um
R-médulo simples. Neste caso sabemos, pelo Lema de Schur, que S = End(grM)
é um anel de divisao. No que segue denotamos S por D. Portanto, Mp é um
espaco vetorial.

Lembremos que, se Vp é um espaco vetorial sobre o anel de divisao D,

E =: End(Vp) e S C E, S é dito m-transitivo sobre V se, para todo subconjunto
de n < m vetores linearmente independentes vy, vq,...,v, de V e quaisquer
vetores wy, . .., Wy, existir um elemento s € S tal que s(v;) = w;, para todo i.

Da defini¢ao resulta que S é um subconjunto denso de transformacoes lineares
de Vp se S é m-transitivo para todo nimero (finito) m.

A seguinte proposicao garante que a terminologia adotada é consistente.

Proposicao 6.14 Sejam g Mp um RD-bimddulo, onde D é um anel de di-
visdo, E = End(Mp) e p: R — E a aplicagao natural. Entdo R age fielmente
sobre Mp se, e somente se, p(R) é um subanel denso de transformagaies lineares

de V.

Prova. Suponhamos que p(R) é um anel denso de transformagoes lineares de
M. Se f e Eewv,vy...,v, € M, podemos supor que o subconjunto
B ={vy,...,v,} é linearmente independente e cada v;, m < i < n, é combinagao
linear dos elementos de B. Por hipétese, existe r € R tal que f(v;) = rv;, para
todo i < m. E facil agora provar que esta relacao vale também para m <1 < n.
A reciproca é evidente. |

Combinando os resultados anteriores temos como caso particular do Teorema
da Densidade, o seguinte teorema de estrutura para anéis primitivos a esquerda.

Proposicao 6.14 Sejam R um anel primitivo a esquerda e M um R-mddulo
a esquerda fiel. Se D é o anel de divisio End(grM), entao R € isomorfo a um
anel denso de transformacoes lineares de Mp. Mais ainda:

(1) Se R € artiniano a esquerda, entao n =: dimpM < oo e R ~ M,(D).

(2) Se R ndo € artiniano a esquerda, entdo dimp M é infinita e, para todo
inteiro positivo n, existe um subanel R, de R que admite um epimorfismo de
anéis sobre M, (D).

Prova. Sendo que gz M é fiel, entao a aplicacao natural
p: R— E=:End(Mp)

é injetiva. Além disso, por 6.12 e 6.14, p(R) é um subanel denso de trans-
formacoes lineares de M. A primeira parte segue.
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Suponhamos que dimp(M) = n < co. Pelo Corolario 6.13 temos p(R) = E,
assim R ~ M, (D) e R é artiniano a esquerda.

Assumimos agora que dimp(M) é infinita. Entao existe uma seqiiéncia de
elementos vy, vy, ... em M que sao linearmente independentes.

Sejam V,, =Y ;v;D,paral <n<oo, R,={re R: r(V,) CV,} e
I, ={reR: r(V,) =0}. Entdo R, é um subanel de R e I,, um ideal & esquerda
de R que é um ideal de R,,. E claro que R, /I, age fielmente no espago vetorial V,.
Além disso, pela n-transitividade de R sobre M, toda D-transformacao linear de
V., pode ser realizada pela acao de um elemento r € R,. Portanto, a aplicacao
R, /I, — End((V,)p) é um isomorfismo e assim R, /I, ~ M,(D).

Mais ainda, a (n + 1)-transitividade implica que existe r € R tal que

rvy =...=1rv, =0erv,,; #0. Logo I, D I,,,1, para todo n. Portanto, R nao
¢é artiniano a esquerda, pois os I, sao ideais a esquerda de R.
E facil ver que os argumentos dados completam a prova. [ ]

6 Outros Radicais de Anéis

Existem varios outros radicais de anéis que sao bastante estudados e corres-
pondentes teoremas de estrutura.

O pricipal objetivo que temos ao definir um radical p(R) de um anel R é o de
tentar “eliminar” elementos nao desejaveis. Deste modo, quando estudamos o
quociente de R pelo radical, nao teremos mais elementos indesejaveis, e a estru-
tura do quociente podera ser mais facilmente determinada. Ou seja, a estrutura
de um anel p-semisimples podera ser estudada com maior facilidade.

Por exemplo, se R é um anel comutativo e N(R) é o conjunto de todos os
elementos nilpotentes de R. Entao N(R) é um ideal de R e R/N(R) nao tem
elementos nilpotentes nao nulos. Portanto o anel R/N(R) é um anel reduzido e,
em diversas situacoes, a estrutura deste anel serd mais transparente.

Existem varios radicais em anéis nao comutativos que sao bastante estudados
na literatura. Para finalizar nosso estudo, vamos considerar rapidamente aqui os
mais populares deles.

Lembramos que um ideal P de um anel R é chamado primo se para quaisquer
ideais A e B de R temos AB C P implica A C P ou B C P.

Na seguinte proposi¢ao, (a) denota o ideal de R gerado pelo elementos a:
RaR. As seguintes sao varias caracterizacoes de ideais primos.

Proposicao 7.1 Seja P um ideal do anel R. As sequintes condi¢oes $ao
equivalentes:

(i) P € primo

(ii) Se a,b € R, (a)(b) C P implica a € P ou b € P;
Sea,be R, aRb C P implica a € P ou b € P;

)
(iv) Se A e B sdo ideais a esquerda (direita) de R, AB C P implica A C P
ou B CP.

(i
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Prova. (i)—(ii) e (iv)—(i) sao claras.

(ii)—(iii): Se aRb C P, entao (RaR)(RbR) C RaRbR C P. Logo, por (ii),
a€ PoubeP.

(iii)—(iv): Sejam A e B ideais a esquerda de R tais que ABC P. Sea P
e B ¢ P, existem elementos a € A\ Peb € B\ P. Assim aRb C P, o que
contradiz (iii). n

Sabemos ji que todo ideal primitivo a esquerda (direita) de R é primo
(Proposicao 7777). Seja M um ideal maximal de R. Se A e B sao ideais
de R tais que A Z M e B € M, entaio A+ M = R = B+ M. Logo
R =R*= (A+ M)(B+ M) = AB + M, e segue que AB ¢ M. Con-
seqilentemente, todo ideal maximal é primo.

Na Algebra Comutativa, ideais pirmos estao intimamente relaiconados com
conjuntos multiplicativamente fechados. O complemento de um ideal primo é
multiplicativamente fechado e, dado um conjunto multiplicativamente fechado
S, um ideal disjunto de S e maximal com respeito a esta propriedade é primo.
Provaremos um resultado andlogo para anéis nao comutativos.

Definicao 7.2 Um subconjunto nao vazio S de R é chamado um m-sistema
se, para quaisquer a,b € S, existir um elemento r € R tal que arb € S.

Por exemplo, um subconjunto (nao vazio) multiplicativamente fechado é um
m-sistema. A reciproca nao é verdadeira. De fato, se a € R, {a,a? a? a®,...} é
um m-sistema, mas nao é multiplicativamente fechado.

Da Proposicao 7.1 segue o seguinte

Corolario 7.3 Um ideal P de R é primo se, e somente se, R\ P é um
m-sistema.

Prova. Basta aplicar (iii) de 7.1. u

Proposigao 7.4 Sejam S C R um m-sistema e P um ideal maximal com
respeito a propriedade PN S = 0. Entao P € um ideal primo de R.

Prova. Suponhamos que a € P, b ¢ P e (a)(b) C P. Pela maximalidade de
P, temos que existem s,¢ € S taisque s € P+ (a) et € P+ (b). Tomemos 7 € R
com srt € S. Agora,

srt € (P + (a))R(P + (b)) C P+ (a)(b) C P,
o que é uma contradicao. Portanto, P deve ser um ideal primo. [ ]
Defini¢ao 7.5 Dado um ideal I de R, o radical /I de I € definido por

VI={seR: todom-sistema que contém s intersecta I}.

Note que se a € /I, entdo o m-sistema {a,a? a® ...} deve intersectar I.
Portanto, existe n > 1 tal que a" € I. Veremos logo que a reciproca vale em
anéis comutativos.
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Agora estamos em condigoes de provar o seguinte interessante resultado.

Teorema 7.6 Seja R um anel e I um ideal de R. Entio I ¢ igual &
intersecio de todos os ideais primos de R que contém I. Em particular, /I é

um ideal de R.

Prova. Sejam s € v/I e P um ideal primo de R que contém I. Entdo o
m-sistema R\ P nao pode conter s, pois neste caso deveria intersectar P. Logo
s € P.

Reciprocamente, suponhamos que s ¢ \/I. Entdo, por definicio, existe um
m-sistema S que contém s e que é disjunto de I. Pelo Lema de Zorn, existe um
ideal P de R tal que P O I e é maximal com respeito a propriedade P NS = 0.
Assim, P é primo e s € P. Isto completa a prova. [ ]

Do Teorema 7.6 e de resultados conhecidos de Algebra Comutativa, segue
que se R é comutativo, entao

VI={a€R: existen > 1 tal que a” € I}.

Lembramos agora a definicao de ideais semiprimos.

Definicao 7.7 Um ideal I de R é dito semiprimo se, para qualquer ideal A
de R, A2 C I implica A C I.

E claro da definicao que um ideal primo, ou mais geralmente uma intersecao
de ideais primos, é semiprimo. Da Proposicao 7.1 segue facilmente a seguinte

Proposicao 7.8 Seja I um ideal de R. As sequintes condi¢oes sao equiva-
lentes:

(i) I é semiprimo;

(ii) Para todo a € R, (a)? C I implica a € P;
(iii) Para todo a € R, aRa C I implica a € I;
(iv) Para todo ideal a esquerda (direita) A de R, A* C I implica A C I.

Para obter algumas caracterizagoes de ideais primos, vejamos antes alguns
resultados prévios.

Definicao 7.9 Seja S um subconjunto de R. Dizemos que S € um n-sistema
se para todo a € S existir v € R tal que ara € S.

Segue da Proposicao 7.8, (iii), que um ideal I de R é semiprimo se, e somente
se, R\ I é um n-sistema.

Lema 7.10 Seja N um n-sistema de um anel R e seja a € N. Entdo existe
um m-sistema M C N tal que a € M.

Prova. Definimos M = {ay,as,...} indutivamente, como segue: tomemos
a1 = a; como N é um n-sistema existe r; € R tal que ay = a17ra7 € N.
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Analogamente, a3 = asr9a9 € N, para certo ro € R, ..., etc. E facil ver que M ¢é
um m-sistema que satisfaz as condicoes requeridas. [ ]

Agora estamos em condigoes de provar o seguinte

Teorema 7.11 Seja I um ideal de R. As sequintes condigoes sdo equivalentes:
(i) I é um ideal semiprimo;
(i) I é uma interse¢ao de ideais primos;

(iii) I = V1.

Prova. (iii)—(ii) segue do Teorema 7.6. (ii)—(i) é 6bvio, pela defini¢ao de
ideal semiprimo. Vejamos finalmente que (i)—(iii).

Seja a ¢ I. Entao N = R\ I é um n-sistema com a € N. Logo, existe um
m-sistema M tal que a € M C N. Assim, M N1 = 0 e, pela Definicao 7.5,
a ¢ /1. Conseqiientemente, v/T = I e a prova estd completa. [ ]

Note que, do teorema anterior segue que, no caso comutativo, os ideais semi-
primos sao exatamente os ideais radicais.

Corolario 7.12 Para qualquer ideal I de R, \/T é o menor ideal semiprimo
de R que contém I.

No caso especial em que I = 0, temos a definicao de um novo radical.

Definigao 7.13 Para qualquer anel R, o nil radical inferior S(R) de R é
definido por B(R) = 1/(0).

Da observacao posterior a Defini¢ao 7.5 segue que $(R) é um nil ideal de R.
Por esta razao temos também que 5(R) C J(R).

A denominacao de nil radical inferior sera justificada mais adiante. De fato,
veremos que existe outro nil radical maior que 3(R).

A denominacao de ideal primo para 3(R), é também muito utilizada. Esta
denominacao se justifica pelo fato de que (R) é a intersecao de todos os ideais
primos de R (Teorema 7.11). Note que o radical primo J(R) de R, também pelo
Teorema 7.11, é o menor ideal semiprimo de R.

Outra denominagao utilizada para S(R) é a de radical de Baer.

E claro que, se R é comutativo, B(R) é o conjunto de todos os elementos
nilpotentes de R.

Lembremos que o anel R é dito primo (resp. semiprimo) se (0) é um ideal
primo (resp. semiprimo). Um ideal I de R é primo (resp. semiprimo) se R/
é primo (resp. semiprimo). Em anéis comutativos, um anel é primo (resp.
semiprimo) se ele é um dominio (resp. reduzido).

Proposicao 7.14 Seja R um anel. As sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) R € um anel primo;

(it) 5(R) = 0;
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(iii) R nao possui ideais nilpotentes nio nulos;

(iv) R nao possui ideais a esquerda (direita) nilpotentes ndo nulos.

Prova. Um pouco de atencao mostra que é suficiente provar (i)—(iv).

Seja I um ideal a esquerda nilpotente do anel semiprimo R, e seja n > 1
minimo tal que I" = 0. Assim, se n > 1, (I""1)?2 = 0 e segue que I""! = 0. A
contradicao prova que n = 1. [

Uma propriedade fundamental, que todos os radicais devem verificar, é a
seguinte (comparar com o Coroldrio 5.7).

Proposicao 7.15 Para todo anel R, o radical primo B(R/B(R)) de R/B(R)

€ zero.
Prova. Segue facilmente do fato de que S(R) é um ideal semiprimo. [ |

Neste ponto é bom relembrar alguns exemplos. Um dominio é sempre um
anel primo. Um anel reduzido é um anel semiprimo. Um anel simples é um
anel primo. Mais ainda, um anel primitivo & esquerda (direita) é um anel primo
(Proposicao 6.9).

Seja R um anel .J-semisimples. entao J(R) = 0 e segue que S(R) = 0. Assim,
todo anel semiprimitivo é semiprimo.

Um produto direto de anéis semiprimos é semiprimo. Por outra parte, um
produto direto de dois ou mais anéis, nunca é um anel primo.

Outro exemplo é dado pela seguinte

Proposicao 7.16 Um anel R é primo (resp. semiprimo) se, e somente se,
M, (R) € primo (resp. semiprimo).

Prova. Segue facilmente da descricao dos ideais de um anel de matrizes dada
no Teorema 4.1. m

Corolério 7.17 Para qualquer anel R, f(M,(R)) = M, (B(R)).
Vamos agora definir outros nil radicais de R.

Lema 7.18 Seja I um ideal a esquerda nil e seja A um nil ideal de R. Entdo
I+ A é um nil ideal a esquerda de R.

Prova. Se a € I + A, é facil ver que a é nilpotente em R/A. Portanto existe
n > 1 tal que a™ € I. Mas, como I é nil, a é nilpotente. [ ]

O lema acima implica que, em particular, a soma de qualquer familia de nil
idais de R é um nil ideal. De fato, qualquer elemento desta soma pertence a uma
soma finita de nil ideais, donde é um elemento nilpotente.

Esta observagao leva a seguinte

Defini¢ao 7.19 O nil radical superior Nil(R) de um anel R é definido como
sendo a soma de todos os nil ideais de R.
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O nil radical superior é o maior nil ideal de R e pode ser definido por

Nil(R) ={a € R: (a) é um nil ideal}.

Proposigao 7.20 Para qualquer anel R, B(R) C Nil(R) C J(R). Se R ¢
comutativo, entao f(R) = Nil(R). Se R é artiniano a esquerda (direita), entao

B(R) = Nil(R) = J(R).

Prova. A primeira inclusao segue do fato de que S(R) é um nil ideal; a segunda
do fato de que Nil(R) é um nil ideal. Se R é comutativo, ambos os radicais 3(R)
e Nil(R) coincidem com o conjunto de todos os elementos nilpotentes de R, logo
sao iguais. Finalmente, se R é artiniano a esquerda, J(R) é nilpotente. Assim,
J(R) C B(R) e os tres radicais sao iguais. n

Proposigao 7.21 Para todo anel R, Nil(R/Nil(R)) = 0.

Prova. Se I é um nill ideal de R/Nil(R), entdo I = A/Nil(R) para um ideal
A de R, e para cada a € A existe um inteiro n > 1 tal que a" € Nil(R). Logo
(a™)™ = 0, para algum m > 1. Assim, a é nilpotente. Portanto, A é um nil ideal
e segue que A C Nil(R). Conseqiientemente, I é zero e a prova estd completa.m

Vamos agora definir alguns outros radicais de anéis, mas omitiremos a prova
da maioria das afirmagdes. O leitor interessado pode consultar [1] ou [3], para
maiores detalhes.

O radical de Levistzki de um anel R é definido de maneira semelhante ao nil
radical superior, mas utilizando a nocao de nilpoténcia local. Um subconjunto
S de um anel R diz-se localmente nilpotente se para cada subconjunto finito
F = {s1,89,...,8,} C S existe um inteiro N = N(n) tal que cada prodtuo de
N elementos de F' é zero. Se I é um ideal a esquerda (direita) de R, entao vale
o seguinte: [ é nilpotente = I ¢é localmente nilpotente = I é nil.

Se A e B sao ideais unilaterais localmente nilpotentes de R, entao A+ B é lo-
calmente nilpotente. Adicionalmente notamos que a correspondente propriedade
para nil ideais é um problema aberto da Teoria dos Anéis que é muito compli-
cado, conhecido como conjectura de Koethe. Sobre este problema voltaremos na
secao seguinte.

Pela observacao anterior, a soma de todos os ideais localmente nilpotentes
de um anel R é um ideal localmente nilpotente L(R). Este ideal é chamado o
radical de Levitzki de R, e é o maior ideal localmente nilpotente de R.

O radical L(R) satisfaz a propriedade antes mencionada para outros radicais:
L(R/L(R)) = 0.

Nao é dificil verificar que S(R) C L(R) C Nil(R) C J(R) e que as inclusoes
sao todas estritas. Ou seja, existem exemplos de anéis para os quais os radicais
acima sao dois a dois diferentes.

Os radicais estudados até agora sao sempre intersecoes de ideais primos. De
fato, isto segue para J(R) do Corolério 6.5 e da Proposicao 6.9, e do Teorema
7.11 e da Defini¢ao 7.13 para S(R).
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Para L(R) e Nil(R) o mesmo resultado vale. Um anel R é dito L-semisimples
(resp. Nil-semisimples) se L(R) = 0 (resp. Nil(R) = 0). A prova do seguinte
resultado pode ser encontrada em ([3], Teorema 18 e Teorema 51).

Teorema 7.22 Seja R um anel. Entao:

(1) Nil(R) € igual a interse¢ao de todos os ideais primos P de R tais que
R/P é Nil-semisimples;

(2) L(R) ¢ igual a intersecdo de todos os ideais primos P de R tais que R/ P
¢ L-semisimples.

Nao pretendemos dar aqui a definicao geral de radicais de anéis. Sempre que
« é um radical de anéis, para cada anel R existe associado um ideal a(R) de R,
e esta correspondéncia satisfaz certas propriedades.

Um anel R é dito a-semisimples se a(R) = 0. Da definicdo de radical
temos que, em particular, para todo anel R, R/a(R) é a-semisimples, isto é,
a(R/a(R)) = 0.

Como vimos até aqui, os radicais J, 3, Nil e L sao intersecoes de ideais
primos. Ou seja, para cada anel R, a(R) é uma intersecao de ideais primos de R,
para o = J, 3, Nil, L. Existem alguns outrso radicais que sao bastante populares
e que sao intersecoes de ideais primos.

Por exemplo, se R é um anel, U(R) ¢ definido como sendo a intersecao de
todos os ideais maximais de R. Entao U define um radical na categoria dos anéis,
chamado o radical de Brown-McCoy. E facil ver que J(R) C U(R), para todo R.

Outro exemplo bastante connhecido é o radical fortemente primo. Um anel
R é dito fortemente primo a direita se todo ideal nao nulo I de R contém um
subconjunto finito F' tal que Ann,(F) ={a € R: Fa =0} =0. Um ideal P
de um anel R é dito fortemente primo (a direita) se R/P é fortemente primo (a
direita). E f4cil ver que um ideal fortemente primo é primo.

A interse¢ao de todos os ideais fortemente primos (a direita) de R é chamado
o radical fortemente primo S,(R) de R. Andaloga defini¢do pode ser feita para o
radical fortemente primo & esquerda Sy(R). E fato conhecido que S,(R) # S;(R).

O que podemos dizer da estrutura de anéis a-semisimples, para « algum
radical de R? Infelizmente, a estrutura nao é muito bem determinada como nos
dois casos estudados até agora. O melhor que podeos fazer é reduzir, de certa
maneira, a estrutura aos anéis primos a-semisimples, quando a é um dos radicais
acima. E a descricao somente pode ser feita via produto subdireto, o qual nao
fornece uma informacao muito precisa. Vejamos isto com mais detalhes.

Definigao 7.23 Sejam R e {R; : € Q} anéis e seja j: R — Il R; um
i€

monomorfismo. Dizemos que j é uma representacdo de R como um produto sub-

direto dos anéis R;, se cada homomorfismo ¢;: R — R;, obtido pela composicao

de 7 com as projecoes canonicas, é sobrejetor.

Pela definicao, se R é representado como produto subdireto dos anéis R;,

como indicado acima, entao () ker ¢; = 0. Isto ¢, existem ideais K; = ker ¢; de
i€Q
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R tais que R; ~ R/K;, para todo i, e (| K; = 0.
i€
Reciprocamente, suponhamos que R contém uma familia de ideais (K;);cq
tais que (| K; = 0. Entao a aplicagao natural j: R — [] R/K; proporcionara
i€Q ieQ
uma representacao de R como produto subdireto, onde

j(x) = (z + Ki)ica € [[ R/K;,

i€Q
para todo z € R.

Para qualquer um dos radicais « definidos acima, a(R) é igual a intersecao
de ideais primos P de R tais que R/P é a-semisimples. Logo para estes radicais
temos:

Proposicao 7.24 Um anel R é a-semisimples se, e somente se, R é um
produto subdireto de anéis primos a-semisimples.

Prova. Se R é a-semisimples, entdo existem ideais primos (F;);cq de R tais

que R/P; é a-semisimples, para todo i € Q, e N P = a(R) = 0. Logo a
i€
aplicacao natural j: R — [] R/P; é uma representacdo de R como produto
ieQ

subdireto do tipo requerido.

Reciprocamente, se R — [] R; é uma tal representacao, entao os ideais

i€Q

ker ; sdo primos e R/ ker ¢; é a-semisimples, onde ¢;: R — R; é como antes.
De fato, R/ ker ¢; ~ R;. Logo, a(R) C (N ker ¢; = 0 e assim R é a-semisimples.

1€Q
[ |

Em particular,

Corolario 7.25 Um anel R é semiprimitivo (resp. semiprimo, Nil-semisim-
ples, L-semisimples, U-semisimples, S,-semisimples) se, e somente se, R é pro-
duto subdireto de anéis primitivos a esquerda (direita) (resp. anéis primos, anéis
primos Nil-semisimples, anéis primos L-semisimples, anéis simples, anéis forte-
mente primos a direita).

Esta descricao da estrutura de um anel a-semisimples tem dois problemas
importantes. Primeiro, um produto subdireto nao é bem determinado pelos seus
fatores diretos. Segundo, a estrutura dos anéis primos a-semisimples nao pode
ser descrita, em geral, tao precisamente como nos casos anteriormente estudados.

Existem muitos estudos sobre a estrutura de anéis primos, com condicoes
adicionais (por exemplo, anéis primos sobre os quais existem derivagoes satis-
fazendo certas condigoes, ou com automorfismos, etc.). Mas isto nao estd dentro
dos objetivos do nosso curso.

Uma tltima observacao antes de concluir esta secao. Como ja dissemos antes,
um anel R é dito um dominio se para a,b € R, ab = 0 implica a = 0 ou b = 0.
Um ideal P de R é dito completamente primo se R/P é um dominio. E claro que
todo ideal completamente primo é primo (mais ainda, ele é fortemente primo a
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direita). A intersecao Ny(R) de todos os ideais completamente primos é chamado
o nilradical generalizado.
Se R é comutativo, entao todo ideal primo é completamente primo e temos

B(R) = Ny(R). Em geral, N,(R) contém Nil(R).

Finalmente, temos a seguinte proposi¢ao cuja prova pode ser encontrada em
([1], 1.2.7).

Proposigao 7.26: Para qualquer anel R, as sequintes condigoes sao equiva-
lentes:

(i) R € Ny-semisimples (N,(R) = 0);
(i) R ¢ reduzido;

(iii) R € produto subdireto de dominios.

Referéncias

[1] T.Y. Lam — “A first course in noncommutative rings”, Springer-Verlag,
Berlin-Heidelberg-New York, 1991

[2] J. Lambek — “Lectures on rings and modules”, New York, Chelsea
Publishing Company, 1976

[3] N.J. Divinsky — “Rings and radicals”, Vancouver, University of Toronto
Press, Mathematical Expositions no. 14, 1964

25



