Uni ver si dade Federal do R o Grande do Sul
| nstituto de Matenmati ca

Programa de POs- Graduacdo em Mateméti ca

APLICACOES DASBASES DE GROEBNER

por

DANTON PEREIRA DA SILVA JUNIOR

Porto Al egre, agosto de 1999



Dissertacdo submetida por DANTON PEREIRA DA
SILVA JUNIOR como requisito parcia para a obtencéo
do grau de Mestre em Matematica pelo Programa de
Pés-Graduacdo em Matematica do Ingituto de

Matemética da Universidade Federal do Rio Grande do
Qul.

Professor Orientador:
Dr®. Luisa Rodriguez Doering

Banca Examinadora:

Dr®. Ada Maria de Souza Doering
Dr. Alveri Alves Sant’ anna
Dr. Aron Simis

Data de Defesa: 05 de agosto de 1999



Agradecimentos

Agradeco a minha familia, pelo apoio e pelas constantes demonstracdes de
carinho e orgulho pela minha pessoa.

Aos meus colegas do Grupo de Engenharia Biomédica do Hospital de Clinicas,
pelo apoio e pelas animadas conversas.

Ao professor Claus Doering, pela revisdo do trabalho. Além das correcles e
Otimas sugestdes, € também o responsavel por muitas das virgulas presentes neste
trabal ho.

A minha orientadora Luisa Doering, pela paciéncia em orientar meu trabalho e
por sempre acreditar no meu potencial. Sua competéncia e didatica ao ministrar Algebra
Linear durante minha graduagdo em Engenharia Elétrica me induziram a este mestrado.

Aos professores do CPGMAT pela paciéncia e compreensdo ao longo destes

ultimos anos.



RESUMO

Neste trabalho estudamos os homomorfismos entre anéis de polinbmios do
ponto de vista da teoria de bases de Groebner. Em particular, determinamos o nucleo de
um tal homomorfismo e desenvolvemos um método para determinar quando este €
sobrejetivo. Estes resultados sdo entdo generalizados para anéis quoci entes.

O estudo de tais homomorfismos nos permite determinar os polindmos minimais
de elementos em extensdes de corpos, bem como encontrar solucdes para um problema

de programacéo inteira.

ABSTRACT

In this work we study the homomorphisms between polynomial rings as an
application of the Groebner basis theory. In particular, we determine generators for the
kernel of such a homomorphism and we give a method to determine whether it is onto.
We then generalize these results to the case of quocient rings.

The study of these homomorphisms allows us to determine minimal polynomials
of elements in field extensions, as well as to find solutions to an integer programming

problem.
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Introducéo

A teoria de bases de Groebner é hoje uma érea de grande interesse em Algebra
Computacional devido a sua utilidade na construcéo de ferramentas mmputacionais
aplicavels a uma grande variedade de problemas em Matematica, Engenharia e Ciéncia
da Computacéo.

O objetivo do presente trabalho é o estudo das aplicacdes de bases de Groebner,
apresentado no Capitulo 2. Para isto € de fundamental importancia o estudo dos
homomorfismos entre anéis de polinémios, feito na Secdo 2.1. Em particular, utilizando
o material desenvolvido em [3], determinamos explicitamente 0 nlcleo de tais
homomorfismos e desenvolvemos um método para determinar quando estes sdo
sobrejetivos.

A partir da teoria desenvolvida na Secdo 2.1, apresentamos duas aplicagOes de
bases de Groebner, a saber: na Secdo 2.2 determinamos polindmios minimais de
elementos em extensbes de corpos e na Se¢cdo 2.3, baseado em [4], encontramos
solugdes para um problema de programacao inteira.

Uma introducéo ao conceito de bases de Groebner é apresentada no Capitulo 1,
tendo como referéncias bésicas[1] e [2].

Embora bases de Groebner tenham importantes aplicactes tedricas, elas séo
essencialmente ferramentas de uso computacional. Desta forma o uso de um sistema de
Algebra Computacional torna-se imprescindivel para a solucdo dos problemas aqui
apresentados. No Apéndice listamos os a goritmos implementados no CoCoA® paraa
solucdo de tais problemas bem como a solucéo dos exempl os numéricos apresentados

ao longo do texto.

L A. Capani, G. Niesi, L.Robbiano,
CoCoA, asystem for doing Computations in Commutative Algebra,
Available viaanonymous ftp from: cocoa.dima.unige.it



1. Bases de Groebner



1.1 Preliminares

Sejak um corpo. Os polindmios em n variaveis com coeficientes em k seréo denotados
por f(Xy,...,X,). Tais polindmios s&o somas finitas de mondmios, ou sgja, termos da
forma axt..xPn,ondeal k e b, T Z,, i =1,..,n.
O conjunto K[Xj,...,X,] detodos os polinbmios em n variaveis com coeficientesemk &
um anel comutativo com as operacdes usuais de adicao e multiplicacdo de polinémios.
Neste primeiro capitulo iremos apresentar uma breve introducéo a teoria de bases de
Groebner. O conceito de ordem de mondmios, juntamente com a algoritmo de divisao
em K[X,,...,X,], Nos permitira mostrar que todo idea de k[x,,...,x,] € finitamente gerado
(Teorema da base de Hilbert), e a prova de tal fato nos guiard de maneira natural a
construcao de bases com “boas’ propriedades relativas ao algoritmo de divisdo, as quais
daremos o0 nome de bases de Groebner.

Por fim apresentamos o algoritmo de Buchberger para o computo de bases de

Groebner de um ideal em K[X,,...,X,].



1.2 Ordem de Mondmios em K[X,...,X,].
Nesta se¢do discutiremos as propriedades de uma ordem de mondmios em K[X,,...,X,], €
construiremos varios exenplos de modo a satisfazer tais propriedades. Como veremos
nas proximas secoes, a escolha de uma ordem de monémios serd de fundamental

importancia na construcdo de bases de Groebner de um ideal.

Observe que podemos reconstruir o mondmio x* =x§t..x5» a partir da n-upla de
expoentes a = (a,,...,a,) | Z!.. Ta observacio estabelece uma relagdo um a um entre
mondmios em
K[Xy,....X,] € Z. Desta forma qualquer ordem em Z.. nos dard uma ordem de
mondmios: se de acordo com esta ordem tivermos a > b entdo x® > x°.
Existem varias ordensem Z!, ; ho entanto, para nossos propositos tais ordens devem ser
compativeis com a estrutura algébrica dos anéis de polinémios.
Para comecar, como polindmios séo somas de mondmios, gostariamos de poder arranjar
os termos de um dado polinémio de forma Unica em ordem descendente (ou
ascenderte). Para que isto possa ser feito devemos ser capazes de comparar todo par de
mondmios e estabelecer uma ordem entre eles. Isto significa que para todo par de
mondmios x? e X°, exatamente uma das trés possibilidades deve ocorrer:

X2 > x°, X3 = x°, X2 > X3,
Ordens que satisfazem tal propriedade sdo ditas ordens linearesou totais.
A seguir devemos considerar o efeito das operacdes de soma e produto de polinémios.
Quando adicionamos polinémios, apds combinar os termos semelhantes, simplesmente
rearranjamos os termos na ordem apropriada e desta forma a soma de polinémios néo
apresenta dificuldades. O produto no entanto € mais complicado. Uma vez que a

multiplicacdo em um anel de polinbmios é distributiva com relacdo a adicdo, é



suficiente considerar 0 que acontece quando multiplicamos um monémio por um

polinbmio. Se ao fazer isto tivermos uma troca na ordem relativa dos termos, teremos
problemas em qualquer processo similar ao algoritmo da divisdo em Kk[x], onde é de
fundamental importancia estabelecer uma ordem entre os varios mondmios de um dado
polinémio f I K[X]. Iremos portanto exigir que nossa ordem de mondmios tenha uma
propriedade adicional. Se x* > x” e x¢ € um mondémio qualquer, entdo devemos ter que
X2x® > xPx¢, Isto significa que se a >b em nossa ordem de Z?,, entdo para todo

gl Z%,,a+g>b+ g Tenos entdo a seguinte definicdo:

Definicdo 1.2.1. Uma ordem de monémios em K[X,,...,X,] € qualquer relacdo > em ZJ,
ou equivaentemente no conjunto de mondmios x?, a I Z!, satisfazendo:

(i) > @éumaordem total (ou linear) em Z7;.

(iiYSea>begl Z',entBoa+g>b +g¢.

(iii) > éumaboaordemem Z!..
O lema a seguir nos gjudara a entender o significado da boa ordem na condicéo (iii) da
definicio acima, i.e, todo conjunto ndo-vazio de Z.. tem um menor elemento

(relativamente a >).

Lema 1.2.2. Uma relagdo de ordem em Z.'. € uma boa ordem se e somente se toda
seguéncia estritamente decrescente em Z7
a(l) >a(2>a(3)>=
efinita
Prova:
Suponhamos por contradicdo que > ndo é uma boa ordem, logo deve existir um

subconjunto ndo-vazio S1 Z7. o qua ndo possui elemento minimo. Seja a(l) | S.



Como a(1) ndo é o menor elemento, podemos encontrar a(2) tal que a(1) >a(2)em S
Prosseguindo da mesma maneira temos uma sequéncia infinita estritamente decrescente
a(d)>a2) >a(3) >=
Reciprocamente, dada uma sequéncia infinita como acima, {a(l), a(2),a(3), } € um
subconjunto ndo-vazio de Z!' . que ndo possui elemento minimo, e desta forma > ndo é

uma boa ordem.d

O lema acima ser4 de grande importancia no que segue pois sera usado para mostrar
gue varios algoritmos devem terminar porque algum termo decresce estritamente a cada
passo do algoritmo.

Nosso primeiro exemplo de ordem de monémios serd a ordem lexicografica (lex).

Definicdo 1.2.3 (Ordem Lexicogréfica). Segjam a = (a,,...,a,) e b=(b,,...,b,) I Z!.
Dizemos que a >, b se, no vetor diferenca a —b 1 Z?!, a coordenada ndo-nula mais a

esguerda é positiva. Escreveremos x@ >, X" se a >, b.

Exemplos
(2,0,0) > (1,2,4),jaquea-b =(1,-2,- 4).
(1,2,3) > (1,2,1), jaquea - b = (0, O, 2).
As vaidves X,...,X, sd0 ordenadas da maneira usual pela ordem
lexicogréafica
1,0,...,0) > (0,1,...,0) >, ...> (0,0,...,1)

e Portantd X; > o Xo >jec - >jex Xo-



Temos que mostrar ainda que a ordem lexicogréfica satisfaz as trés condicBes da

Definicio 1.2.1.

Proposicdo 1.2.4. A ordem lexicogréfica € uma ordem de mondmios.
Prova:

(i) > € uma ordem tota pelo fato da ordem numérica usua em Z ser uma
ordem total.

(i) Se a >, b, entdo a coordenada ndo- nula mais a esquerda em a — b, digamos
a,—b,, épositiva Mas x®x¢=x**¢ex’x¢=x""% Entdoem (a+¢g)-(b+g)=(a-b)
a coordenada ndo-nula mais a esquerda € novamente a,,— b, > 0.

(i) Suponhamos que >, ndo seja uma boa ordem. Ent&o pelo Lema1.2.2, deve
existir uma seqiiéncia infinita estritamente decrescente

a(1) > a(2) > a(3) > *

de elementos de Z?'. 1sto nos guiara a uma contradicao.

Considere a primeira coordenada de cada um dos vetores a(i) | Z!.. Pela definicdo de
ordem lexicogréfica estas formam uma sequéncia ndo crescente de nimeros inteiros
ndo-negativos e portanto devem estabilizar, isto €, existe um m tal que a primeira
coordenada dos vetores a(i) com i3 m sdo iguais.

Comecando em a(m), as segundas coordenadas sd0 quem determinam a ordem
lexicogréfica. As segundas coordenadas de a(m),a(m+ 1),... formam uma seqiéncia
ndo crescente. Pela mesma razdo anterior, as segundas coordenadas devem também
estabilizar. Continuando da mesma maneira vemos que, para agum |, a(l),a(l + 1),...

S50 todos iguais. Isto contradiz o fato que a(l) >a(l +1). O



E importante observar que existem muitas ordens lexicogréficas de acordo com a forma
em gue as varidveis sdo ordenadas. Em gerd no caso de n varidveis existem n!
diferentes ordens lexicograficas. Na ordem lexicogréfica uma variavel domina qualquer
mondmio envolvendo apenas variaveis menores, independente do grau total. Por
exemplo, para aordem lexicogréficacom x >y > z, temos X° >, y°z°.

Podemos em algumas situagBes querer levar em conta o grau total de um mondémio e
ordenar monémios de graus maiores primeiro. Uma forma de fazer isto € usar a ordem

lexicogréfica graduada (grlex).

Definicdo 1.25 (Ordem Lexicogréfica Graduada). Sgam a=(a,,..,a, €
b=(by,...b,) T Z.Dizemosque a >, b se

|a|:§ai>§bi:|b|’ ou |a|=|b|ea>gb.
A ordem lexicogréfica graduada ordena inicialmente pelo grau total e, quando estes sdo

iguais, pela ordem lexicografica.

Exemplos:

(223) >gie(4,1,1), poistemosque 7=|(22,3) | > \ (4,1,1) \ = 6.

(21,3) >4 (0.15) , jaque|(21,3)| =6=|(015)[€(213) > (01,5 .

Assim como no caso anterior (ordem lexicografica) temos que a ordem lexicografica
graduada satisfaz as trés condigdes da Definicéo 1.2.1.
Uma outra ordem € dada pela ordem lexicogréafica graduada reversa (greviex), que € a

mais eficiente das ordens em muitas das operacoes referentes a bases de Groebner.



Definicdo 1.2.6 (Ordem Lexicogréafica Graduada Reversa). S§am a =(ay,...,a,) €
b=(by,...b,) 1 Z7 . Dizemosque a > b se
la|=Sa;>Sb,=|b|,
ou
|a|=|bjeema—bT Z"aprimeira coordenada néo-nula, comegando a direita, &

negativa.

E fécil verificar que a ordem lexicogréfica graduada satisfaz as trés condicdes da

Definicio 1.2.1,

Exemplos:
(1,32) >yeie (4,01) , jaUE 6= (1,32)|>|(401)|=5.
(34.12) >puie (4.2.22) , jACUE| (34,12) | =10=|(422.2)|e

a-b=(12-10).

Valeressaltar que existem muitas outras ordens alémdas aqui citadas.

Abaixo temos algumas definicdes referentes a ordens de monémios.

Definicdo 1.2.7. Sgjam f = Sa a,x® um polinémio ndo-nulo em Kk[x,...,X,] € >uma
ordem de mondmios.
(i) Ograudefé
multdeg (f) =max {al Z7,|a,? O},
onde 0 méaximo é tomado com relacdo a >.

(i)  O-coeficienteliderdef &



lc(f) = Anurgegry T K-
(iii) O monoémio liderdef &

|m(f) - Xmultdeg(f) .
(iv) Otermo lider def é

It() = Ic( F):Im(f) .

Lemal.2.8.Sgam f, gl K[x,...,X,] polindmios ndo-nulos. Entdo:
(i) multdec (f.g) = multdec (f) + multdec (Q).
(ii))Se f + g1 0, entdo multdec (f + g) £ max {multdec (f), multdec (g)}.
Aindase multdec (f)* multdec (g),entéo
multdec (f + g) = max {multdec (f), multdec (g)}.

Prova:
(i) Sgjam f = i:él axtWe g= S b x*® polinémios em K[X,,...,X,] com a, b; T k
e a(i),b(j)T Z, paa 1£i£N e 1£ j£M. Sga > uma ordem de mondmios
qualquer, de forma que podemos sem perda de generalidade supor
a(l)>a(2)>»>a(N) e b(l) >b(2) >» >Db(M),
e portanto temos que multdec (f) = a(1) e multdec (g) = b(1).

Temos ainda que
f xg = (Sl axa(") X[j;él bij(i)) = i;él j;él abx20 o0

Queremos mostrar  que a(l) + b(1) € 0 grau de f:g, e portanto
multdeg (f: g) = multdec () + multdec (g). Paraisto observe que
a(l) >a(i) ;2Ei £N,

e da definicdo de ordem de monbmios temos



(1.2.1) a(l) +b(j)>a(i)+b(j);2ELEiEN e 1LE£jE£ M.

Da mesma forma temos que
b(1) >b(j) ;2EJEM,
e portanto
(1.2.2) a(l) +b(1) >a(l) +b(j);2£ j£ M.

Logo, substituindo (1.2.1) em (1.2.2), temos que
a(l) +b(1)>a(l)+b(j)>a()+b(j));2E£i£N e 2EjEM,

eportanto a(1) + b(1) éograude f : g.

(i) Sgam f e g como no item (i) acima e tais que f + g 0, de forma que
multdec (f + g) esta definido.
Suponhamos inicialmente que multdec (f)* multdec (g). Temos entdo que
a(l)>a() paa 2EiEN e b(l)>b(j) paa 2EjEM; como a(l)?! b(l), o
multdeg (f + g) serdao maior entre os dois, ou sgja
multdec (f + g) = max {multdec (f), multdec (g)}.
Se no entanto tivermos que  multdec (f) = multdec (g), entdo temos duas
possibilidades:
(D) It(f) =-It(g).
Neste caso os termo lideres se cancelam, deixando apenas termos menores que
x2@ = x*W e temos que multdeg (f + g) < a(1) = b(1) e portanto
multdec (f + g) < max {multdec (f), multdec (9)}.

(2 1t(f) * —It(9).

Neste caso ndo h cancelamento entre os termos lideres e temos que

10



e portanto

It(f +9) = (a, + b)x*@ = (a, + b)x*?,

multdec (f + g) =a(1) = b(1) = max {multdec (f), multdec (g)}.O

11



1.3 Algoritmo de Divisao

Nesta secdo estudaremos um algoritmo de divisdo em K[x,,...,X,]. A idéia bésica € a
mesma do caso de polindmios em uma variavel: quando dividimos f por f,..., f
gueremos cancelar os termos de f usando os termos lideres dos f , de forma que os
termos introduzidos sejam sempre menores que 0s termos cancelados e continuamos
este processo até que 0 mesmo nao possa mais ser realizado.

Consideramos inicialmente o caso da divisdo def por g, ondef, g I K[X,,...,X,]. Fixamos

também uma ordem de mondmios em K[X,,...,X,].

Definicdo 1.3.1. Dadosf, g1 K[X,,...,.X,],com g* 0, dizemos quef se reduz ah médulo

J em um passo, € escrevemos
f® h

se e somente se Im(g) divide um termo ndo nulo X que apareceem f e
h=f-X.g.
(g
Exemplo 1.3.2. Sgam f = x?y + xy?+ 2y + 1 e g = x*> + 2xy polindmios em Q[x,y]. Se
a ordem lexicogréfica com x>y é a ordem escolhida, entd f & h, onde
h=-xy?+2y+1, jAqueneste caso X = x?y éotermo def que nds cancelamos usando

It(g) = X2

Podemos pensar em h como sendo o resto da divisdo de f por g apds um passo de

divisdo. Podemos continuar este processo e subtrair de f todos os termos divisiveis por

It(g).



Exemplo 1.3.3. Sgjam f = x2y?+2xy?—xy, g=x+2y+11 Q[xV] e grlex a ordem
escolhidacom x >y. Entdo

f® —2xy3+Xy?— xy® 4y*+ xy?+2y3— xy® 4y*—xy— y2® 4y*+ y2+ y.
Notamos que no Ultimo polindmio obtido, 4y*+ y?+ y, nenhum termo é divisivel por

It(g) = x e destaforma o procedimento termina.

No caso de varias variaveis podemos ainda dividir por mais de um polindmio de cada
vez, e desta forma o processo de reducdo acima pode ser estendido para incluir o caso

mais gerdl.

Definicdo 1.3.4. Sgjam f e f,,..., f, polindbmiosem Kk[X,,...,x,J,com 1 0,(1£i £9),e
sga F={f,...,f}. Dizemos quef é reduzido a h médulo F, e denotamos

f®.h
se e somente se existem uma sequéncia de indices i,i,,....i; I {1,...,s} e uma seqiéncia
de polindmios h;,...,h,_; T K[X,,...,X,] tais que

f@h,® h,& =x®h,_ & h

Exemplo 1.35. Sgam f, = yx—vy, f,=y?>—x1 Q[xy] e sga lex a ordem escolhida
comy> x.SgaF ={f,f}, f = y. Entdo
f® + X

uma vez que

yzx(F_%)1 y? & x.

13



Definicdo 1.3.6. Um polinémio r é dito reduzido com respeito a um conjunto de
polinémios ndo-nulos F ={ f,,...,f} se r =0 ou nenhuma outra poténcia presenteem r €

divisivel por um dos It(f), i = 1,..,.s. Ou sga, r ndo pode ser reduzido moédulo F.

Definici0 1.3.7.Se f ® , r er é reduzido com respeito aF, entdo chamamos r um resto

def com respeito aF.

O processo de reducdo nos permite entdo definir um algoritmo para a divisdo em

K[Xy....X,]. Dados f,f,..., &1 K[X,..,.x,] com f1 O0(1£i£s), este algoritmo nos

retorna quocientes a,,...,a; I K[Xy,...,x,] eumresto r I K[xy,...,X,], tais que
f=a,f,+=+af +r.

A existéncia de tal algoritmo € dada abaixo:

Algoritmo 1.3.8 (Algoritmo da Divisdo em K[X,,...,X,]). Fixe uma ordem de monémios
>em Z), e sga F:{fl,...,fs} um conjunto de polindmios em K[X,...,X,]. Todo
f 1 K[X,,...,.x,] pode ser escrito como f =a,f, +» +a,f,+r,onde a,, r1 K[x,....x,] e
r=0o0u r € uma combinacdo linear com coeficientes em k de mondmios, nenhum dos
quais édivisivel por It(f), i = 1,2,..,s. Temosaindaque, se a,f * 0 entdo

multdec (f) 3 multdeg (a;f).
Prova:
Provamos a existénciade a,,...,a,r dando um algoritmo e mostrando que ele opera

corretamente para qualquer entrada dada. O algoritmo &

INPUT: f,f o £1 KXy x]COM £1 0 (1£i £59).

14



OUTPUT: a,,..a, td que f=a,f += +af+r e r € reduzido com respeito a

1)

INICIALIZAGAO: a,=0,..,a,=0,r=0,h=f.

WHILE ht 0 DO
=1
divisdo ocorreu = FALSE
WHILE i £sAND divisdo_ocorreu= FALSE DO
|F It(f) divide It(h) THEN

_ It(h)
a = a +W

lt(h)

hzh—m

f

divisdo_ocorreu = TRUE
ELSE
i=i+1
IF divisdo_ocorreu=FALSE THEN
r=r+lt(h)
h = h - It(h)
Para provarmos que o algoritmo funciona mostraremos inicialmente que
(1.3.1) f=a,f+2+af +h+r
vae a quaquer instante. Isto claramente € verdadeiro para os vaores iniciais de
a,,..,a, h er. Suponhamos que vale também em algum momento do agoritmo. Se no
proximo passo algum It( f) divide It(h), entdo aigualdade

af +h=(a+It(h) / 1t(£) £ + (= (It(h) / 1L(F) )



mostra que a;f + h ndo se altera, ja que todas as outras variaveis ndo sdo alteradas e
portanto (1.3.1) é verdadeiro neste caso. Por outro lado, se It(f) ndo divide It(h) para
i=12..,5 entdo emborah er seaterem, asomah + r se mantém inalterada ja que

h+r=(h-It(h)) + (r +It(h)),
e portanto também neste caso (1.3.1) é verdadeiro.
Temos ainda que provar que o algoritmo termina, e isto acontece quando h = 0. Nesta
situacéo temos de (1.3.1) que

f=a,f +.. +a f +r,

uma vez que os termos sdo adicionados a r somente quando ndo sho divisivels por
It(f), parai = 1,2,...,s. Segue que r tem as propriedades desgjadas quando o algoritmo
termina.
Para ver que o algoritmo termina, observe que toda vez que redefinimos a variavel h seu
grau diminui (ou torna-se nulo). Para ver isto, suponhamos iniciamente que h é

redefinido por

lt(h)

h*=h—1h)

f;

pelo Lema 1.2.8 temos entdo

,{%ﬁ) - %n(fi) =It(h) ,

e portanto h e (It(h)/It(f)) f tém o mesmo termo lider. Logo a sua diferenca deve ter

grau estritamente menor quando h'? 0.

Suponhamos agora que It(f,) ndo divide It(h) parai = 1,2,...,s . Entdo h € redefinido por
h'=h - It(h)

e neste caso claramente o grau de h diminui, como no caso anterior. Suponhamos que 0

algoritmo nunca termine; teremos entdo uma sequéncia decrescente infinita formada
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pelos sucessivos graus de h' mas, como > é uma boa ordem, isto ndo pode ocorrer.

Portanto h = 0 e 0 algoritmo termina.[]

Exemplo 1.3.9. Queremos dividir f = x3y*+ 2y?por f, = 2xy* + 3x + 4y’ e
f, = y?*- 2y — 2 usando a ordem lexicogréfica com x> y. Listamososdivisores f, e f, e

oS quocientes a, ea, . Temos:

a,:
fL = 2xy? + 3x + 4y* X3y + 2y?
f,=y>-2y-2

Os termos lideres de It( f) = 2xy? elt(f,) = y?dividem It(f) = x®y*. Como f, esta listado
primeiro utilizamos It(f,) = 2xy? para iniciar o processo de divisdo. Desta forma,

dividindo x°y* por 2xy?, obtemos $x?y. Subtraimos $x?y . f, dex®y® + 2y’ e obtemos:

a:  Ixty
a,:
f, = 2xy? + 3x + 4y* x3y3 + 2y?
x3y® + %x3y +2x%y°
f,=y?-2y-2

- 3x3y - 2x2y3 + 2y?

Repetimos 0 mesmo processo, agora utilizando —%XSy —2x%y®+ 2y% Note agora que
It(— %X3y—2x2y3+2y2] =_3xy néo ¢ divisivel por It(f,) nem por It(f,). Todavia

—%x?’y — 2x2y%+2y? ndo é o resto da divisdo, ja que um dos seus termos (- 2x2y°) é
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divisivel por It(f,) (por It(f,) também, no entanto utilizamos sempre o que esta listado
primeiro !). Portanto movendo - %x3y para o resto podemos continuar.

Para implementar esta idéia criamos uma coluna chamada resto ( r ) a direita. Ao
polinémio da coluna do centro damos o0 nome de dividendo intermediério. Desta forma
continuamaos com 0 processo até que o dividendo intermediario sgja zero.

Abaixo temos 0 passo onde — %x3y € movido para o resto (como indicado pela seta).

S
a,:
f, = 2xy? + 3x + 4y* X3y + 2y?
x3y° + %x3y + 2%%y°
f,=y>-2y-2

- 3x3y - 2x2y3 + 2y?

- 2X%y% + 2y ® — 3x3y

Agora continuamos do mesmo modo; se pudermos dividir por algum It(f;), procedemos
como o usual, caso contrério movemos o termo lider do dividendo intermediério para a

coluna do resto. Na préxima pagina continuamos a divisao.
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a: Xty -xy+2y
a,: -8y-14

f, = 2xy* + 3x + 4y*

f,=y?-2y-2

X3y3 + 2y2

x3y3 + %x3y+ 2x2y?

- 3x3y - 2x2y3 + 2y?

— 2x2y% + 2y? ® -3y

— 2x%y® — 3x?y — 4Axy?

3x%y + 4xy® + 2y?

Axy® + 2y? ® -3xCy+3x%y

4xy* + 6xy + 8y°

— bxy — 8y? + 2y?

— 8y3+ 2y? ® - 3x3y + 3x2y - bxy

-8y*+ 16y*+ 16y

-14y?- 16y

-14y*+ 28y + 28

a4y -28

-28 ® -3x°y +3x%y - 6xy — 44y
0 ® —3x%y+3x?y- 6xy —44y-28
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Portantoorestoé r = — %x3y + 3x%y — 6xy — 44y — 28 e obtivemos

XPy® +2y? = (2x2y — xy+ 2y ). 2xy* + 3x+ 4y?) + (- 8y—-14).(y*-2y-2) +r.

Observe que o resto € uma soma de mondmios, nenhum dos quais € divisivel por It(f,)

ou It(f,).
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1.4 |deais Monomiais e Lema de Dickson

Nesta secdo iremos determinar quando um dado polindmio f 1 Kk[x,,...,X,] pertence a
um ideal |, onde | é um ideal monomial. Para isto faremos um estudo detalhado das
propriedades de tais ideais e, em particular, mostraremos que 0S MesmMos S30

finitamente gerados. Paraisto definimos inicialmente ideais monomiais em K[Xj,...,X,].

Definicdo 1.4.1. Um ided 11 Kx,,...,x,] é dito um ideal monomial se admite um
conjunto de geradores constituido de mondmios. Neste caso escrevemos
I=(x*]al A),

onde A é um subconjunto de Z' . (possivelmente infinito).

Exemplo 1.4.2.

| = (xx%y,y?) 1 K[x, y] €um ideal monomial.

Iremos inicialmente caracterizar todos os monémios pertencentes a um dado ideal

monomial.

Lemal4.3.Sgal = <xa lal A> um ideal monomial. Entdo um mondmio x” estaem |

se e somente se é divisivel por x? paraalgum a |l A.

Prova:

Sex émuiltiplo de x® paraalgum a | A, entdo x° T | por definicio de ideal.
Reciprocamente, se x° | | entdo

ﬁzsmﬁQmmnTHmwmeﬂWfA
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Se expandirmos cada h; como uma combinacdo linear de mondmios, podemos ver que

todo termo no lado direito da equacdo é divisivel por algum x2¢). Logo o lado esgquerdo

X" deve ter amesma propriedade.]

Note que x° € divisivel por x* quando existe algum gl Z.. tal que x° = x2x<. Isto &
equivalenteab=a +gemZ!.
Portanto

a+ZH”O:{a+g gl Z7,

€ 0 conjunto dos expoentes de todos os monémios divisivels por x2.

O lema a seguir nos permite determinar quando um dado polinbmio pertence a um

ideal monomial.

Lema 1.4.4. Sgam I:<xa EXl A> um ided monomid e f1 K[x,,...,x,]. Entdo as
seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

@ f11.

(i) Todotermodef estaeml.

(iii) f € umacombinacdo k-linear de monémiosde .
Prova:
AsimplicagGes (i) P (ii) b (i) Sfo triviais e bastamostrar (i) b (iii). Se f | | entdo

f=§ hxeO,onde hT K[xy...%] € a(i)T A

Se expandirmos cada h; como uma combinacdo linear de mondémios, entéo todo termo
no lado direito da equacdo é divisivel por algum x2", e portanto pertence a |. Logo f

deve ser uma combinacdo k-linear de monémios de 1.0



A seguir mostraremos que todo ideal monomial de K[x,,...,x,] € finitamente gerado.

Teorema 1.4.5 (Lema de Dickson). Se | € um idea gerado por um conjunto A de
mondmios, entdo | € também gerado por um subconjunto finito de A.
Prova:

Por inducéo em n, o nimero de varidveis.
Paran = 1 temos que | :<xi‘|aT Al Zgo>.SejabomenoreIementodeA‘I Z,.,ou

sga, X’ <x3 paratodoal A, al b. Segue-seque x® divide todos os outros geradores
X3 eportanto | = (xt).

Suponhamos o teoremavaido para n— 1.

Para n escrevemos as variavels como sendo Xg,...,X,_1, Y, de forma que os monémios em
K[Xy,...,X,_1,y] podem ser escritos como x*y™, onde a = (@,,...a,_,) 1 Z!;' eml Z, ..
Suponhamos que | I K[X,,...,X,_;,y] € um idea monomial.

Sga J= <xa | x2ay™T | paradgum m3 O>i K[X;,....%,_,]- Como J é um ided
monomia em n- 1 variaveis, nossa hip6tese de inducdo implicaque J é finitamente
gerado por mondmios, digamos J = <xa(1),...,xa(5)>. Podemos ver J como a projecéo de |
sobre K[Xy,...,%,_4].

Por definicdo de J, temos que x2Oy™ T |, paraalgum m;3 0el1£i £ <. Sgam o maior
entre os m. Entdo para cada | entre O e m, consdere o ided
3= x|y T 1)1 KXy,....%,_,]. Podemos pensar em J; como sendo uma “fatia’ de |
gerada por mondmios contendo y na |-ésima poténcia. Usando nossa hipétese de
inducdo, J, €& finitamente gerado por um conjunto de mondmios, digamos

J = <xa'(1),...,xa'(3')>.
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Afirmamos que | € gerado pelos mondmios na lista abaixo:

de J: xa@ym . xa@ym
deJ o X2 o - XaO(SO)
ded; x*Wy, . x3iy

d:e Jpgs XemaBym=1  xa@m-aGmy)ym=1
Paraver isto, sgax®y?1 |. Temos ent&o:
(i) g3 . Entdo x?y9 édivisivel por algum x2 Oy, pela construcdo de J.
(i) g £ m- 1. Entdo x*y“ é divisivel por algum x*®y9, pela construcéo de J, .
Sgja B o0 conjunto de todos os mondmios da lista acima; como todo monémio de | é
divisivel por algum elemento de B, o idea gerado por B contém todos os mondmios de
l.
Desta forma (pelo Lema 1.4.4) qualquer polindmio f I | estd no ideal gerado pelos
elementos de B (areciproca é trivial, ja que todo e emento de Bestaem | ).
Para completar a prova, iremos mostrar que o conjunto finito de geradores pode ser
escolhido dentro de um dado conjunto de geradores (possivelmente infinito) de um
ideal. Para isto considere as variavels como sendo X,,...,X, € 0 ideal monomia
| = (xa lal AT KXy X,).
Queremos mostrar que | é gerado por um nimero finito de monémios x*, ondea I A.
Acima vimos que | = <xb(1>,...,xb<5>> para aguns x°® 1 1. Como x*®T | temos, pelo
Lema 1.4.3, que x*© é divisivel por algum x2®, onde a(i) I A, e portanto
X0 =hx@® onde h; T K[X,...,x,] parai =1,2,...,s.
Dado f 1 |, podemos escrever
f= Sl axP0 = g(ahi]xa(‘) onde a, h;T K[Xg,...,X]],

e portarto f 1 <xa(1),...,xa(s>>.D
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1.5 Teorema da base de Hilbert e Bases de Groebner

Nesta secdo daremos a solucéo completa para o problema da descricdo de um idedl, i.e.,
seremos capazes de identificar quando um dado polindémio f I K[x,,...,X,] pertence aum
ideal | de K[X...,X,]. Nosso estudo nos guiara a bases de ideais com “boas’
propriedades relativas ao algoritmo da divisdo ( bases de Groebner). A idéiachave é que
uma vez escolhida uma ordem de monémios, todo f 1 k[X,,...,x,] terd um Unico termo

lider 1t(f). Entdo para um ideal | podemos definir seu ideal de termos lideres como

Segue:

Definicdo 1.5.1. Sgja | | K[Xy,...,X,] um ideal ndo nulo.
(i) Denotamos por It(l) o conjunto dos termos lideres de elementos de |. Desta

forma
It(1) = {cxa |1t(f) = cx® paradgum f1 I}.

(i1) Denotamos por (It(l )) 0 ideal gerado pelos elementos de It(1).

Dado um conjunto finito de geradores de um ideal |, digamos | = (fl,...,f5>, observamos
lt(f) T 1t(1)1 (it(1)), portanto <It(f1),...,lt(fs)>i (It(1)). Todavia (lt(1)) pode ser

estritamente maior, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 152 Sga |= (fl, f2>, onde f,=x’y*+2xy+y e fL=x'y+2xy+x, e
considere a ordem lexicogréficacom x >y em Kk[X,y]. Ent&o, como

2%y + X2y =2xy*= xy = XX(Xy? + 2xy + y) - y (X'y + 2xy + %),



temos que 233y + X2y —2xy% xy |1 1. Desta forma
1t(2x%y + X2y —2xy?>—xy) = 2x3y 1 (It(l)). No entanto 2x®%y ndo € divisivel por
lt(f) =x%y> nem por It(f,)=x%, e portanto de acordo com o Lema 1.4.3,
2y It(f),1t(H).

Mostraremos agora que (It(l)) € um idea monomial. Isto nos permitira utilizar os
resultados da secéo anterior; em particular mostraremos que (It(l)) sera finitamente

gerado por termos lideres de I.

Proposicio 1.5.3. Sga | | K[X,,...,x,] um ideal.

(i) (1t(1)) € um ideal monomial.

(ii) Existem g;....,g, 1 | taisque (It(1)) = <It(gl) ..... It(gs)>.
Prova:

(i) Os mondmios lideres Im(g) de elementos de g1 | - {0} geram o ideal

monomial <Im(g) gl 1 —{0}>. Como Im(g) e It(g) diferem por uma constante ndo

nula, temos <Im(g) lgT | —{O}> = I(g) lgT | —{O}\ = (It(1)). Portanto (It(1)) €um
ideal monomial.

(if) Como (lt(1)) é gerado por mondmios Im(g) para g1 | - {0}, o Lema de
Dickson nos diz que <It(|)> = <Im(gl) ..... Im(gs)> para um nimero finito de g,...,g,1 1.
Mais uma vez, como Im(g;) difere de It(g;) por uma constante ndo nula, temos

(1t(0)) = (1t(g) ... 1t(g))- O

Com 0 uso da proposicdo anterior e do algoritmo da divisdo podemos provar a

existéncia de um conjunto finito de geradores paratodo ideal polinomial.
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Sgall KXx,..,x,] umidea e (It(|)> 0 ideal gerado pelos termos lideres de elementos

de I. Selecionamos também uma ordem de mondmios para uso no algoritmo da divisdo

e para computar os termos lideres.

Teorema 1.5.4 (Teorema da base de Hilbert). Todo ideal |1 K[x,,...,x,] tem um
conjunto finito de geradores, isto é, | = (gl,...,gs> paracertos g;,...,gs | |I.

Prova:

Se | = {0} entdo tomamos {0} como conjunto gerador, o qual é finito.

Se | contém algum polindmio ndo nulo entdo podemos construir um conjunto de

geradores g,,...,g. como segue. Pela Proposi¢do 1.5.3 exitem ¢,,....gs 1 | tais que

(It(1)) = <It(gl) It(gs)>. Afirmamos que | = (g;.....g,). E 6bvio que (g,,....g5 1 1,ja
quecadagl I|,i=12..,:=

Reciprocamente, sgja f I | um polindmio qualquer. Dividindo f por g,,...,g. obtemos

uma expressao daforma
f=ag,+..+tag.+r,
onde nenhum termo de r édivisivel por 1t(g,) ,..., It(g.). Afirmamos que r = 0. Paraisto
note que
r=f-ag,—-»-ag.l |I.

Sert0ento ()T (t(1)) = (It(g) ... lt(g,)) € pelo Lema 1.4.3, It(r) deve ser

divisivel por algum It(g;). Isto contradiz o fato de r ser o resto da divisdo de f por

0,,..., 0. € portanto r deve ser zero. Desta forma

oquemostraque | T 'g;,...,g).0
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Na prova do Teorema 1.5.4 a base {gl,...,gs} do ided | possui uma propriedade
especial, a saber

(1)) = {It(gy) ... 1t(g0)
Como foi visto no exemplo 1.5.2, nem todas as bases de um idea possuem tal

propriedade. A estas bases especiais que satisfazem tal propriedade damos o seguinte

nome:

Definig&o 1.5.5. Fixe uma ordem de mondmios. Um subconjunto finito G = {g,.....g:}

deum ideal | é dito uma base de Groebner de | se

(1t(1)) = (1t(g) - 11(g0)-

somente se o termo lider de qualquer elemento de | é divisivel por um dos It(g;).

Corolério 1.5.6. Fixe uma ordem de monoémios. Entéo todo ideal |1 K[x,...,x,] tem
uma base de Groebner. Temos ainda que qualquer base de Groebner del € uma base de
l.

Prova;

1.5.4 € uma base de Groebner por definicao.

Para a segunda afirmativa, note que se (It(l )) = <It(g1) ..... It(gs)> entéo o argumento
dado no Teorema 1.5.4 mostra que | = (gl,...,gs> e portanto G é uma base de Groebner

del.Od
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Bases de Groebner de ideais em anéis de polindmios foram introduzidos em 1965 por
B.Buchberger e assim denominadas por ele em homenagem ao orientador da sua tese,
W.Grébner (1899-1980).

Abaixo temos uma aplicacdo para 0 Teorema da base de Hilbert.

Teorema 1.5.7 (Condicdo da Cadeia Ascendente ). Se 1,1 1l I;1 ... 1,1 ..éuma
cadeia ascendente de ideais de K[X,,...,X,], entdo existe N tal que Iy = 1y, 1= I y.p = %.
Prova:

Sega 1,1 I, 1,01 .1 1,1 ... uma cadeia ascendente de ideais de K[x,...,X,] € sga
| = E I,. Afirmamos que | € um idedl.

Mol I, "n=12.., logo0T I.

(2) S§am a,bl 1, logo existem I,k T N tasque al I, e bl I, . Como os
ideais formam uma cadeia ascendente podemos, sem perda de generalidade, supor
I, 1 1, eportanto a,bl I,; portanto por definicio deideal temosa+b1 1,1 I.

(3)Sgam al | ehl K[x,,...,x,]. Exiseportanto | | N ta queal I, e como I,
éided de K[x,...,.X,], temosquehal I, 1 I.

Temos entdo do Teorema da base de Hilbert que existem f,,..,f,1 K[X,...,X,] tais que
I = (.. f). Como £ 1 I, existe N.tal £1 1. Sda N =max {N,|i =12,..,s}, entfo

f1 1y, paratodoi =1,2,..,s,eportanto | | 1.0

A condicdo da cadeia ascendente (ACC) é equivalente ao Teorema da base de Hilbert.
De fato mostramos acima que 0 Teorema da base de Hilbert implica a condicdo da

cadeia ascendente. Por outro lado suponhamos que existal um ideal de K[x,,...,X,] 0 qud

ndo é finitamente gerado e sgja f,1 |. Como | ndo é finitamente gerado, deve existir
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t1 1tal que i (1) e destaforma (f;) ! (f,%). Continuando desta maneira temos

uma cadeia estritamente ascendente de ideais de K[Xx,,...,X,], contradizendo a condi¢éo da

cadei a ascendente.



1.6 Propriedades das Bases de Groebner

Como visto anteriormente todo ideal em K[X,,...,X,] possui uma base de Groebner. Nesta
secdo estudaremos as propriedades das bases de Groebner e como identificar quando

uma dada base de um ideal é base de Groebner. Para comegar mostraremos que o resto

obtido no algoritmo da divisdo € tnico quando dividimos por uma base de Groebner.

e sga f 1 KXx,...,x]. Entio existe um dnico r1 K[x,,...,x,] com as seguintes
propriedades:

(i) Nenhum termo de r é divisive por It(g,),... ou It(g,).

(i) Existe g1 Ita que f =g +r.
Em particular, r é o resto da divisdo de f por G, ndo importando a maneira como 0s
elementos de G séo listados no agoritmo da diviséo.
Prova:
O agoritmo da divisdo nos d& f =a,g,+® +ag,+r , onde r satisfaz (i). Podemos
também satisfazer (ii) simplesmente fazendo g=a,g,+* +a.g.l |. Isto prova a
existénciader.
Para provar a unicidade suponhamos que f =g, +r, =g, +r, satisfaca (i) e (ii). Entdo
r,—r,=g;-9g,l | eportanto, se r, r;, entdo It(r,—r,) 1 (It(|)> = <It(g]),..., It(gs)>.
Pelo Lema 1.4.3, temos que It(r, — r,) édivisivel por algum It(g;). Isto é impossivel uma
vez que nenhum termo de r,, r, € divisivel por It(g,),... ou It(g.). Logo r, —r, deve ser

zero e portanto r, =r,. A afirmagdo final da proposicéo segue da unicidade der. [
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Embora o resto r sga Unico, mesmo para bases de Groebner os "quocientes’ a;
produzidos pelo agoritmo de divissto em f =a,g,+* +ag,+r podem mudar se

listarmos os geradores em uma ordem diferente.

Como corolé&rio, temos o seguinte critério para determinar quando um polindmio estd em um ideal.

Corolario 1.6.2. Sga G = {gl,...,gs} uma base de Groebner de um ideal | 1 K[Xq,...,%,]
esga f 1 K[x,..,x)].Entdo f | | seesomenteseorestodadivisiodef por G é zero.
Prova:

Seorestoézeroentdo f =a,g, +» +a.g.l |.

Reciprocamente, dado f | | entdo f = f + O satisfaz as duas condicdes da proposicéo

anterior. Segue portanto que 0 é o resto dadivisdo de f por G.[O

Usando o Corolario 1.6.2 obtemos um agoritmo gque nos permite identificar quando um
polinémio f I K[x,,...,x,] pertence aum dado ideal |1 K[x,...,x,]: supondo conhecida
uma base de Groebner G do idea |, basta computar o resto de f com respeito a divisdo

por G.

A seguir discutimos quando um dado conjunto de geradores de um ideal € uma base de
Groebner. Um conjunto {fl,..., fs} sO ndo sera base de Groebner se ocorrerem
combinacles dos f's tais que os termos lideres destas combinagbes ndo estegam no
ideal gerado por It(f,).

Uma forma em que isto pode ocorrer € os termos lideres em uma combinacdo daforma

act—bxf
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cancelarem-se, deixando apenas termos menores (com relacdo a ordem adotada). Por
outro lado ax®f — bx"f,T I, logo seu termo lider estd em It(l). Para estudar este

fendmeno de cancelamento introduzimos tipos especiais de combinages.

Definicdo 1.6.3. Sgjam f, g1 K[X,,...,X,] polinmios n&o nulos.

(i) Se multdec (f)=a e multdec (g) =b, tomamos g=(g,....g,), Onde
g, = max (a;,b;) para cada i=1,2,...,n. Chamamos x¢ 0 minimo maltiplo comum de
Im(f) elm(g), e escrevemos x¢ = LCM (Im(f), Im(g)).

(if) O S-polinbmio def e g éacombinacdo

_ X XY
LO=1n" T 9

Exemplo 1.6.4. Sgam f =x2y?+x3+xy2+2x, g=x*y?+x>+2xy | k[xy], e
considere a ordem lexicogréfica graduada com x> y. Entdo g=(4,2) e

4,2 4y2
o 08 0 0 20 =2 (4 0+ 20)

S(f.9) =
=X (X2y?+ X3+ xy? + 2x) — (x*y*+ X°+ 2xy)

= x3y? + 2x3 — 2xy.

Um S-polindmio S(f, g) é definido de modo a produzir cancelamento de termos
lideres. O seguinte lema mostra que todo cancelamento de termos lideres entre

polindmios de mesmo grau resulta deste tipo de cancelamento.

Lema 1.6.5. Considere uma soma S cf,ondec; | kemultdec (f)=dl Z', paratodo

i=12..5 Se multdeg (_:Q_{cifi]<d, entéo :Sl ¢ f € uma combinagdo linear com



coeficientes em k dos S-polindmios S(f;, f,), paral€£ |, k £ . Alémdisto, cada S(f;, f,)
tem grau < d.

Prova:

Sga d;=Ic(f), de forma que cd; € o coeficiente lider de c¢;f. Como c;f tem
multdec (c; f) = d e a somatem grau estritamente menor, segue que §l cd; =0.

Definimos p = g , € observamos que p tem coeficiente lider igual a 1. Consideramos a

somatelescopica

izsl ¢f= §1 cdp=cd(p-p)+cd,+cd)(p,—p) +..+(cd, +..+c_ds_)p_;— p) +(cd, +.. +cd)p,

Por construgdo, It(f;) = d;x’, logo LCM (Im(f)), Im(f)) = x° e portanto

(16.1) St = |t§,.) L d)s(d gk = AR
Usando esta equacéo e i:él c¢,d; = 0, a soma telescopica acimatorna-se

_81 cf =cd,S(f, f) +(cd,+cd,) S(f,, f) +...+(cd, +..+c,_ds_)) Sf_,,f),
aqual € uma soma da forma desgjada. Como p, e [ tém grau igua a d e coeficiente

lider 1, p,— p. tem grau < d. Pela equacdo (1.6.1), 0 mesmo vae para S(f;, ), eolema

esta provado.[

Usando S-polinémios e o Lema 1.6.5, provamos o seguinte critério de Buchberger para

determinar quando uma base de um ideal € uma base de Groebner.

Teorema 1.6.6. Sejal um ideal polinomial. Entédo abase G = {gl,...,gs} del é uma base
de Groebner de | se e somente se o resto da divisdo de S(g;, g;) por G (listados em

alguma ordem) é zero, paratodos paresi ! j.



Prova;

Se G é uma base de Groebner de I, entdo como S(g;,g;) I |, temos pelo Corolério 1.6.2
que o resto da divisao de S(g;,g;) por G éigual azero.
Reciprocamente, sgja f1 |, f 1 0. Queremos mostrar que se todos os Spolindmios

tém resto zero na divisdo por G, entdo It(f)1 <It(gl),...,lt(gs)>, ou sgja, G € uma base

de Groebner del.
Dado f1 | = igl,...,gs>, existem polinémios h; T K[X,,...,X,] tais que
(1.6.1) f= S1 hig

e, pelo Lema 1.2.8, temos
(1.6.2) multdeg (f) £ max { multdec (h;g,)} .
Se aigualdade ndo ocorre, entdo deve ocorrer um cancelamento dos termos lideres. Pelo
Lema 1.6.5 podemos escrever isto em termos de S-polindmios. Desta forma nossa
hipétese de que os Spolindmios tém resto zero ird nos permitir uma expressao para f
com menos cancelamentos. Prosseguindo obteremos eventual mente uma expressao para
f tal que

multdec ( f) = multdec (h;g;)
para algum i, e segue que It(f) é divisivel por It(g;). Isto irA mostrar portanto que

lt(f)1 <It(g]),..., It(gs)>, € nossa prova estara completa.
Sgam f = Sl h,g e m; =multdec (h;g;) . Definindo d = max {m;,...,m¢, temos

multdec () £d.
Considere agora todos os possiveis modos de escrever f como em (1.6.1). Para cada
maneira temos possivelmente um d diferente, mas como a nossa ordem de mondémios é

uma boa ordem, podemos escolher uma expressdo para f ta que d € minimo. Basta



mostrar que para este d minimo escolhido, temos multdec (f) =d, pois entdo vae a

iguadade em (1.6.2) e em consequiénciatemos que 1t(f) 1 <It(gl,...,lt(gs)>.

Provaremos agora, por contradicdo, que multdec (f)=d. Para isto supomos que

multdeg (f) < d eescrevemos f como

f= S h.g; +m(§<d hig;

m =d

(163 = It(h)g; +n(i)S:d(hi_|t(hi)) o] +m(i)S<dhigi :

m() =d

A segunda e a terceira parcela tem grau menor que d. Como multdec (f) < d, decorre
que multdeg (n§’ d It(hi)gi] <d.

Sda lt(h;) = cx® ; entdo OS_dIt(hi)gi :n($—dcixa(i)gi tem a forma descrita no Lema

1.6.5, onde f=x*g , e portanto este cancelamento pode ser escrito como uma

combinacdo linear de S-polinémios. Temos também que

ally yxa®g )= — X saly _— X aw
S(X gJ!X gk) Xa(J)lt(gj)X gj Xa(k)lt(gk)x gk

=X"0k5(g), 94,
onde x¢k = LCM (Im(g;),Im(g,))-
Portanto existem constantes c;, | k tais que
(1.6.4) S l(h)g = § C; X9 9kS(g;,G)-
O proximo passo € usar nossa hipotese que o resto de S(g;,g,) na divisdo por g;,...,0. €

zero. Utilizando o agoritmo da divisdo (Algoritmo 1.3.8), isto significa que cada

polindbmio $(g;,g,) pode ser escrito naforma

S(9;,90) = izsl a0, onde aj | K[xy,...x,].
O agoritmo da divisdo nos diz ainda que

multdec (a9 £ multdec (S(g;,94)), paratodoi, j, k.



Multiplicando S(g;,g,) por x°~¢i obtemos

Xd_g“‘s(gpgk) = i:SSl i onde b = x°~%ikay, ,
e pelo Lema1.6.5 temos
(1.6.5) multdec (by;g;) £ multdeg (x¢~¢x(g;,gJ) <d.

Substituindo esta expresséo em (1.6.4) obtemos

S It(h)g = §Cjkxd_gjks(gjvgk) = LSijk[izélbijkgi)

m() = d
= i:81 hig

e, de acordo com (1.6.5), temos que multdec (h;g) < d.

Finalmente substituimos m(i)S: ) It(h)g = Sl h.g, em (1.6.3) para obter uma expressio

paraf como combinagdo de polinémios g, , todos com grau menor que d, contradizendo

aminimalidade de d. O

O Teorema 1.6.6 € um dos resultados chave na teoria de bases de Groebner e com ele é
facil identificar quando uma dada base € base de Groebner. Como sera visto na proxima
secdo, ele nos guiara de maneira natural a construcéo de um algoritmo para computar a

base de Groebner deum ideal 11 K[X,,...,X,].
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1.7 Algoritmo de Buchberger

No Corol&rio 1.5.6 mostramos que todo idea ndo nulo em K[Xx,,...,X,] possui base de
Groebner. Nesta secdo apresentamos um algoritmo para computar uma base de
Groebner deum ideal | 1 K[ X,...,X,].

A idéia chave é tentar expandir o conjunto original de geradores a uma base de
Groebner, adicionando mais polindmios em I. Que geradores devemos adicionar?

De acordo com o Teorema 1.6.6, parece natural estender o conjunto origina de
geradores adicionando os restos ndo nulos de S(f, f;) na diviséo por F, onde F € o
conjunto de geradores (possivelmente ja estendido) em um determinado instante.

Temos desta forma o seguinte algoritmo para computar bases de Groebner de um ideal

polinomial.

Algoritmo 1.7.1. Seja | = (f,,..,f;)* {0} um ideal polinomial. Enté uma base de
Groebner de | pode ser construida em um nimero finito de passos através do seguinte
algoritmo.

INPUT: F=:{f,... £}

OUTPUT: Uma base de Groebner G = {gl,...,gt} delcomFI G.

G:=F
REPEAT
G:=G
Para cadapar {p,q}, p* g,emG' DO
S: =resto dadivisdo de S(p,q) por G
IFS1OTHENG=: GE {S
UNTILG =G



Prova:
Se G ={0,,...0,}, entdo (G) e (It(G)) irdo denotar os seguintes idesis:
(G = (u0)
(It(G)) = <It(g1),...,lt(gt)>.

Vamos primeiramente mostrar que G1 | em qualquer estagio do algoritmo. Para os
valores iniciais a afirmativa é Obvia, e toda vez que aumentamos G fazemos isto
adicionando o resto de S(p,q) nadivisdo por G(, onde p, ql G. Destaforma, se G |
entdo p, q e portanto S(p,g) estdo em | , e como estamos dividindo por GcI |, temos

que GE {S} | I. Note também que G contém abase F dada e portanto G é uma base

del.

O agoritmo termina quando G =G(, o que significa que S(p,q) ® . 0 para qualquer
p.ql G.Logo pelo Teorema 1.6.6, G é uma base de Groebner de (G) = I.

Temos que provar ainda que o agoritmo termina. Para isto consideramos o que

acontece ap0s a passagem pelo loop principal. O conjunto G consiste de G' (o velho G)

juntamente com os restos ndo nulos dos S-polindmios de elementos de G'. Enté&o

(1.7.1) (G, 1 (11(Q)),

jaque G G. Ainda, se Gt G afirmamos que (It(GY) é estritamente menor que
(It(G)). Para ver isto suponha que um resto r* 0 de um S-polindmio tenha sido
adicionado aG. Jaquer é o resto dadivisdo por G', It(r) ndo é divisivel por nenhum dos
termos lideres de elementos de G', e desta forma It(r) T (It(G)). Mas It(r) T (It(G)), o

gue prova a nossa afirmativa.

Por (1.7.1) os ideais <It(G()> das sucessivas iteragdes do loop formam uma cadeia

ascendente de ideais em K[Xx,,...,X,]. Desta forma a condicdo da cadeia ascendente
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implica que ao final de um nimero finito de iteracOes a cadeia estabiliza, de forma que

(t(Gy) = (It(G)}. Isto implica que Gt = G, e portanto o agoritmo termina.0

O Algoritmo 1.7.1 € apenas uma versdo rudimentar do algoritmo de Buchberger e ndo é
prético do ponto de visto computacional. Note, por exemplo, que uma vez que o resto de
S(p, ) nadivisdo por G' € zero, ele permanecera zero mesmo se adicionarmos mais
elementos a G'. Desta forma ndo ha razéo para computé-lo novamente através do loop

principal.

Bases de Groebner computadas através do Algoritmo 1.7.1 sdo, em geral, maiores que o
necessario. De fato podemos eliminar alguns geradores ndo necessarios utilizando o

lema a seguir.

Lema 1.7.2. Seja G uma base de Groebner do ideal I. Sgja pI G um polinémio tal que
it(p) T (1(G —{ p})). Entéo G —{ p} étambém base de Groebner de .

Prova:

Por definicZo de base de Groebner, temos que (It(G), = (It(1)). Selt(p) T <It(G —{ p})>,
entdo 1t(G—{ p}) =It(G). Por definicdo, segue que G-{ p} € também uma base de

Groebner del. O

Ajustando constantes de modo a tornar todos os coeficientes lideres iguais a 1 e

removendo de G qualquer p ta que It(p)T (It(G—{p} )>, obtemos o que

denominamos uma base de Groebner minima.



Definicdo 1.7.3. Uma base de Groebner minima de um ideal polinomia | € uma base

de Groebner G de tal que:
(i) lc(p) = 1 paratodo p1 G.

(if) Paratodo pT G, It(p) i (G —{p}))-

Lema 1.7.4. Fixe uma ordem de mondmios, e ssam G e G duas bases de Groebner
minimas de um ideal |. Entéo

It(G) = It(G).
Prova:
Sga gl G. Como G e G s3 bases de Groebner minimas de | temos que g@g .0, e
portanto existe g1 G ta que It(g) divide It(g), pois caso contrério It(g) estaria no resto
dadivisio de g por G.
Da mesma forma temos que ¢ ® . 0 e portanto existe gt G ta que It(g¢) divide It(¢).
Temos entdo que It(g¢) divide It(g), onde g, g¢I G. Como G é uma base de Groebner
minima devemos ter g = gt Logo It(g) divide It(g) e It(g) divide It(g), o que implica
It(g) = 1t(9).
Desta forma, para todo elemento gi G existe um elemento g1 G ta que It(g) = It(Q),

evice-versa. Portanto It(G) = It(G) e o lema esta provado.[]

Um dado ideal pode ter muitas bases de Groebner minimas (de fato infinitas). No
entanto podemos sempre encontrar uma “melhor” do que todas as outras. A esta damos

um nome especial, conforme a definicdo a seguir.
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Definicao 1.7.5. Uma base de Groebner reduzida de um ideal polinomial | é uma base

de Groebner G del tal que:
(i) lc(p) = 1 paratodo p1 G.
(ii) Paratodo p1 G, nenhum mondmio de p estdem <It(G —{p )>.
Segl G satisfaz (ii) da definicdo acima, dizemos que g € reduzido para G. (De fato,

de acordo com a Definicdo 1.3.6, g € reduzido com respeito a G —{g}).

Bases de Groebner reduzidas possuem uma propriedade especial que as tornam Unicas

para um dado ideal (e uma dada ordem de monémios).

Proposicdo 1.7.6. Sgja | * {0} um ideal polinomial. Entéo, para uma dada ordem de
mondmios, | tem uma unica base de Groebner reduzida.

Prova:

Sgja G uma base de Groebner minima para |. Nosso objetivo € modificar G até que
todos os elementos sejam reduzidos para G .

Observe que se g é reduzido para G, entdo também € reduzido para qualquer outra base
de Groebner minima que contenha g € 0 mesmo conjunto de termos lideres. Isto ocorre

porque a defini¢do de polinémio reduzido para G envolve apenas os termos lideres.

G-{g}

A seguirsgjam gl G egtorestodadivisiodegpor G-{g},istoég ® , gt
Afirmamos que G¢= {G —{ g}}- E { g8 éuma base de Groebner minimadel .

Para ver isto, note que ao dividirmos g por G -{g}, It(g) va para o resto uma vez que
ndo é divisivel por nenhum elemento de It(G - { g} ). Portanto It(g¢) = It(g), e temos que
<It(G()> = <It(G)>. Como Gt I, temos que G' é uma base de Groebner minima e por

construcdo todo elemento € reduzido paraG' .
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Aplicamos 0 mesmo processo acima aos elementos de G até que todos sejam reduzidos.
A base de Groebner pode mudar em cada passo do processo, mas pela observacdo feita
acima uma vez que um elemento é reduzido ele assim permanece. Obtemos desta forma
uma base de Groebner reduzida.
Para provarmos a unicidade, sejam G e G bases de Groebner reduzidas. Entdo, em
particular, G e G s30 bases de Groebner minimas e temos pelo Lema 1.7.4 que

It(G) = It(G).
Destaformadado g1 G, existe g1 G td que It(g) = 1t(g). Se mostrarmos que g =g,
entd G = G e aunicidade esta provada
Considere g— ¢ 1 | e, como G é base de Groebner de |, temos que
(1.7.2) g-§@® . 0.

Sabemos também que 1t(g) = It(g), e como estes termos se cancelam em x2y9 e 0s
termos restantes ndo sdo divisiveis por nenhum dos elementos de 1t(G) = It(G), jaque G
e G s3o reduzidas, temos que

9-9®.9-9

e portanto por (1.7.2) temosque g— § =0. [

Como conseguiéncia da unicidade na Proposicdo 1.7.6 temos um algoritmo para
identificar quando dois conjuntos de polindmios {f,...., £} e {g,....g.} geram 0 mesmo
ideal. Basta fixar uma ordem de mondmios e computar a base de Groebner reduzida
para (..., f) € (g,....0;). Osideais serdo iguais se e somente se as bases obtidas forem

iguais.



1.8 Ordens de Eliminacdo

Na secdo anterior mostramos um algoritmo para encontrar uma base de Groebner de um
ideal polinomial. Mostraremos agora que a escolha apropriada da ordem de monémios
nos guiara a bases de Groebner com propriedades particul ares.

Considere dois conjuntos de variaveis { X;,..,.X} €{ Vi,---, Yot - SUPOMOS que 0S MondmMios
nas variaveis x e 0os mondmios nas varidveis y sdo ordenados por >, e >, ,

respectivamente. Definimos uma ordem de mondmios nas varidveis x e y como segue.

Definicao 1.8.1. Dizemos que > € uma ordem de eliminagdo com as variaveis X maiores

que asvariaveisy se valer

~ | X, >, X, ou
XY > XY, U 2
1 212 {X1: )(ZeY1>yY2

para quaisquer mondmios X,, X, nas variaveisx e Y,,Y; nas variaveisy.

As propriedades fundamentais das ordens de eliminagdo sdo enunciadas no lema a

seguir, de demonstracdo imediata.

Lema 1.8.2. Uma ordem de eliminac8o > com as variaveis X maiores gque as variaveis y
€ uma ordem de monémios. Ainda, se Y € um mondmio nas variaveis y e Z é um
mondmio nas varidveis x,y tal que um dos x; aparece como uma poténcia positivaem Z

entdo, Z>Y.

Definigdo 1.8.3. Dado | = (f,,...f,) 1 k[X,...X,], 0 I-ésmo ideal de eliminaco |, é 0

ideal de K[X, . 4,...,X,] definido por



II = I C k[X| +1!"'!Xn]
Bases de Groebner calculadas com relagdo a ordens de eliminagcdo possuem uma

propriedade importante conforme mostra o teorema a seguir.

Teorema 1.8.4. Sgja | um idea ndo nulo de K[Vy,..., YmXw-- %] € > uma ordem de
eliminagdo com as variaveis x maiores que as variaveisy. Seja G uma base de Groebner
del. Entdo G C K[Y,,..., Y] € uma base de Groebner paraoidea | C K[ y,,..., Y-

Prova:

Claramente G C K[Yy,..., Val | | C K[ Viees Vil

Sga 0t f(Y,uVm) | | CK[Vi,...,V]. Como f 1 | e G é uma base de Groebner de |,
existe g, | G ta que Im(g;) divide Im(f). Como f envolve apenas as variaveis y entdo,
pela escolha da ordem >, também g, deve envolver apenas as variaveis y. Logo, para
todo f1 | CK[W,....y.] existe g1 GCK[y,...Y.] tal que Im(g,) divide Im(f), e

portanto G C K[ y,,..., Y] € umabase de Groebner para | C K[ y,,..., y].[]

Corolério 1.8.5. A ordem lexicogréfica com x;>» >x, >y, ®» >y é uma ordem de
eliminacdo com as variavels X maiores que as variaveisy.

Prova: Imediata.J



2. Aplicacoes



2.1 Aplicacbes Polinomiais

Nesta secdo estudaremos os homomorfismos de k-algebras entre os anéis de
polindmios K[v,,...,y] € K[Xy...X,]. O estudo de tais homomorfismos sera de

fundamental importancia nas duas aplicactes que seguem esta secéo.

Relembramos que tais homomor fismos séo homomor fismos de anéis

foK[Yieeo Yd ® K[XgyeeeXo]
e também transformacfes lineares de k-espacos vetoriais. Uma tal aplicacdo €
unicamente determinada por
(2.1.1) fry® f,
onde f1 Kxy...x], LEi£m. Isto & se hT K[y,,.... Y], digamos h=S c,y/...yim,
onde c,I k, n=(n,..,n,) | Z", e apenas um ndmero finito de c,'s sdo ndo-nulos,
temos
(2.1.2) f(h =S f fam=h(fy... ) T KXy X]-
Da mesma forma, dada uma expresséo (2.1.1) qualquer, temos um homomorfismo de k-
algebras a partir de (2.1.2).
Relembramos que o nicleo de f €éoided

ker(f) = {hi K[Yo.y] |F () = o}

eaimagem de f € ak-subagebrade k[x,,...,X],
im(f) = {fT K[ Xy, X |$ DT K[ V4,..., Vi] cOM f =f(h)},

gue denotamos por K] f,,..., f,]. Dateoria de grupos abelianos temos

K[ Yyorns Vil 1 Ker (F) €K £,y T, ]



como grupos abelianos através da aplicacdo
K[ Vi Yl 1 ker (F) ® K[ f,,..., f]
definida por
g+ker (f)® f(g).
Podemos ver que esta aplicagdo € um homomorfismo de k-agebras e portanto um
isomorfismo de k-algebras. Outra maneira de pensarmos no ker(f) é a seguinte:
h1 ker(f) se e somente se h(f,...,f,) =0 e por esta razdo ker (f) é frequentemente

chamado ideal de relagdes dos polindbmios f,,..., .

NO0sso objetivo nesta secéo sera determinar o seguinte:
(i) Onucleo def ou mais precisamente, uma base de Groebner do nucleo de f.
(i) Aimagem de f ou mais precisamente, um algoritmo para determinar
guando um polindbmio f estéa na imagem de f e um algoritmo para identificar quando

f € sobregjetora.

Antes de caracterizarmos o nucleo de f precisamos de um lema técnico.

Lema 2.1.1. Sgjam a,a,,...,a,, by,b,,...,b, elementos de um anel comutativo R Entéo o
elemento a,a,...a, — b,b,...b, estd no ided <a1 -b,a,—b,...,a,— bn>.

Prova:

A provaéfeita por inducéo em n.

Paran=1temosa,—b,1 'a,—b,).

Supondo vdlido paran-1, isto é, a,a,...a,_, —bb,..b,_,1 <al —byeay_— bn—1> ,
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temos que mostrar que vale para n. Temos
a,a,...a,— b,b,..b, =a,(aa,..a,_, -b;b,..n,_,) +b,b,..b,_,(a,- b,).
No entanto da nossa hip6tese de inducdo temos que
a(ady...a,_,—b,.b, )1 'ial— D@y g — bn_1>
e portanto, como
b,b,..b,_s(@a,—b)1 <al —by..a,— bn> ,
temos que

aa,..a —bb,.b 1 'a—b,. .a,— bn>.D

\

Teorema2.1.2. Sgja K = <y1— flevns Yin— fm> [ K[Yaeos YiwXssee, %] . ENtBO temos

ker(f) =K C K[ V1, Y-

Prova:

Sgagl K CK[Vi...,V,]. Entdo

onde h T K[Vi.e,Vim Xpooey X]. NO entanto g € zero quando aplicado em
(V1o Vo) = (f ..., T) e portanto g1 ker(f).
Por outro lado, sgja g1 ker(f ). Podemos escrever

9= Scoyit.yam
onde c,I k, n=(n,..,n,) 1 Z", e apenas um nimero finito de c,'s sdo ndo-nulos.
Como g( f,,...,f,) = 0 temos

9=9—9(f s f) = Sca(yre. yam — £ f2).

No entanto, pelo Lema 21.1, temos que yM..yim—f,"t.f '™ etd no ided

K= <y1— fioeees Yin— fm> [ K[V YiuXisee0nXo], €portanto gl K C K[ Yy,..., Vo). O



Temos agora um algoritmo para computar uma base de Groebner do nucleo de f .

Primeiramente computamos uma base de Groebner G do ideal K = <yl — e Y — fm>

em K[ Yy,..., Y X0r---r X,] COM relacdo a uma ordem de eliminagdo na qual as variaveis x
s80 maiores que as variaveis y. Os polindbmios sem nenhuma variavel x formam uma

base de Groebner do nlcleo de f .

Exemplo 2.1.3. Sgjaf: Q[u,v] ® Q[X] definida por
u® x°

VR X°
Primeiramente computamos uma base de Groebner do idea K = <u — X3V — x3> com
respeito a ordem lexicogréfica, com x > u>v. Temos entéo
G ={x2 —Uu, Xu—V, Xv—u?u® — vz}.
Destaforma uma base de Groebner de ker (f ) € dada por

G CQ[uVv] = {u3—v2}.

Nosso objetivo agora sera encontrar um agoritmo para determinar quando um
gementof I K[x,,...,X,] estd na imagem de uma aplicacdo f e determinar quando f é

sobrejetora.

Teorema 2.1.4. Sejam K = <y1— fleees Yin— fm> [ K[V YiuXsseos %] € G uma base de

Groebner de K com respeito a uma ordem de eliminagéo com as varidvels x maiores que
as variaveis y. Entdo f 1 K[x,...,X,] estad na imagem de f se e somente se existe

hi K[V,....yn] tdl que f & , h. Nestecaso, f =f (h) = h(f,,..., f,).

49



Prova:
Consideremos f 1 K[x,,...,x,] naimagem de f. Entdo f =f(g) = g(f,...,f,) paraagum
gl KVi,...,Y.]. Considere o polinémio
f (X0 X0) = O(Yareees Yird T K[ Yireves Yorw Xpreeer X
e observe que
f(Xgy-erX0) = G(Virees Vi) = O( Ty £1) = G(Vasees Yi)-
Sdag= Sc,y..yan; entéo
O(fores ) = IV Vo) = = S Ca(¥L. Yam — 1" £)
e portanto pelo Lema 211 (X, X)— (Vi Vo) | K. Temos entdo que
f—-g® .0 eportanto g& ,h, e f & ,h, onde h é reduzido com respeito aG. Mas como
gl Kyi,...V], g s pode ser reduzido por polindmios em G que tém termos lideres
apenas nas varidveis y. Pela nossa escolha de ordem, como as varidveis x sdo maiores
que as variaveis 'y, os polindmios usados para reduzir g estdo em K[ y;,...y.]. Desta forma
temosque h1 K[Yi,...Vul-
Reciprocamente, sgja f & ,h, onde h1 K[y;,...y,]. Entdo f —h & ,0 se e somente se

f —h1l K, eportanto

f(xl""’xn) - h(yl""’ym) = izsl gi(yl!"'! ym1Xl""’Xn)(yi - fi(Xl’""Xn)) .
Substituindo y, por f, vemos que f(x,,...,x,) = h(f,...,f,) =f(h), e f estd na imagem de

f.0



Exemplo 2.1.5. Sgaf o homomorfismo dado por :

f: Qluvw ® QI[xy]

u® x?
V® X+Yy
W® X2+ 2xy

Queremos saber se 3x? + 2xy + y? estanaimagem def .
Computamos a base de Groebner reduzida do ideal
K= <u — X5 V= XY, W—X*— 2xy> I Q[xy,uv,w com relacdo a ordem lexicogréfica

com X >y >u>v>w. Obtemos entéo

G ={x+ Y=V, Y2 =V W W+ Su— 2+ dw, yu+ yw+ v — v u? — 4uv? + 2uw + V\F}

Reduzindo 3x? + 2xy + y? com relacdo a G temos 3x2 + 2xy + y2 ® , 2u + V2, e portanto

3x2+ 2xy + y21 i (f ). Temosaindaque 3x? + 2xy + y>=f (2u + v?).

Agora que temos um algoritmo para determinar quando um polindmio f estd naimagem
de f, podemos determinar quando f €& sobrgetora. Basta verificar quando
Xy, X | i (F). A seguir mostraremos que isto pode ser feito apenas inspecionando a

base de Groebner.

Teorema 2.1.6. Sgam K:<y1— fheens Yo — fm>i K[ Vi oo, Vi XesesX] € G @ base de
Groebner reduzida de K com respeito a uma ordem de eliminagdo com as variavels x
maiores que as variaveis y. Entdo f é sobregjetora se e somente se paracada i =1,...,n,
existe g | G ta que g =x-h;, onde h, T K[V,...Y.]. Ainda, neste caso temos

%= h(f,....1.).
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Prova:

Suponhamos que f é sobrejetora. Podemos também sem perda de generalidade assumir
gue anossa ordem étal que X, < %, < ... < X,. Entdo pelo Teorema 2.1.4, uma vez que X,
esta naimagem de f, existe hy 1 K[y,,...,V,] ta que x, ® ,h}. Destaforma x,— h}T K e
portanto existe g, 1 G tal que It(g,) divide It(x, —h3) = x,. Portanto como os Gnicos
termos menores que X, S80 termos apenas has variaveis y, vemos que g, = X, — h, para
agum h;1 K[y,....Vi]. Da mesma forma, como X, estd na imagem de f, existe
hy 1 K[yy....Y] ta que x,® .h,, e portanto existe g,1 G ta que lt(g,) divide
It(x, — hy) = X,. Como 0s Uinicos termos menores que X, S30 0s termos envolvendo X, e
termos apenas nas variaveis y, e como G € uma base de Groebner reduzida e qualquer
termo envolvendo X, poderia ser reduzido utilizando g, =x,-h,, devemos ter
0, = X,—h, paraagum h,1 K[Yy,,...,Y,]. Procedemos da mesma maneira para as outras
variaveis x;'s.

Para mostrar a reciproca notamos primeiramente que f é sobrejetora se e somente se
x,1 im(f) para LEi£n. Como x,—h,1 G, temos x, ® ,h,. Como h;, & um polinémio
apenas nas variaveis y, temos que x; estd naimagem de f pelo Teorema 2.1.4, e portanto

f é sobrejetora.]

O resultado acima nos fornece um algoritmo para determinar quando a aplicacdo f &
sobrgjetora. Primeiro computamos a base de Groebner reduzida do idea K, e por
inspecdo, verificamos a existéncia de g =x,—h; | G paa cada i =1,.,n, com

h T K[ Yiyen Vol
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Exemplo 2.1.7. Considere a aplicacéo

f:Q [uv,w] ® Q [x,Y]

U® — x2+x
V® vy
W® X—Yy

Queremos determinar sef € sobrejetora.

Primeiro computamos a base de Groebner reduzida do ideal
K= <u +X2 =X, V=Y, W— X+ y> I Q [uv,wxY]
com respeito a ordem lexicogréficacom x >y > u > v > w e obtemos

G :{u + V24 2UW—V + W — W, X— V—W, y—v}.

Comox-v-w,y-vI| G,aaplicacdof ésobrejetora.
Estenderemos agora os resultados anteriores a anéis quocientes de anéis polinomiais.

Definicdo 2.1.8. Uma k-agebra é dita k-algebra afim se € isomorfa como k-algebra a

imagem K] f,.,..., f.] daaplicacéo
frK Yy Yl ® K[Xq,..., %]

que leva y, em f é uma k-agebra afim, isomorfa a K[ y,,...,y.] / ker (f), como visto no

comeco da secéo.



Estudaremos agora os homomorfismos entre k-algebras afins.
SgamJ um ided de K[y,,...,y,] € | umided de K[x,,...,x,]. Considere o homomorfismo
de k-Agebras
ik Yy Yd! I® K[Xq,..., %] /|
definido por
fry+J® f +1
Observamos que a aplicacdo estd bem definida se e somente se a seguinte condi¢do é
satisfeita:
SelJ= <gl,...,gt> entdo, parai = 1,...,t, temosque g(f,....,f) 1 I.
Para ver isto, sgjam a, b1 Kyi,...,y.], al btaisque a° b(mod J), onde a=a+J e
b=b+J.
Temosquef(a-b)=f(a-b+J)=f(J) =0(mod 1), eportanto f (a) =f (b) (mod 1).
Suponhamos agora f(a) =1 (b). Temos entéo
f(a)-f()=fa-b+J)=f(J)=0(mod 1)
eportanto f (J) | | o queimplicaque g(f,...,f,) T | parai =1,....t.

Generalizando o Teorema 2.1.2 temos ;

Teorema 2.1.9. Sgja K o ided de K[V,,..., YmXa,..., X,] CUjOS geradores sdo aqueles de |

ker () = K G K Yy Yo (Mod J), 0U g8, 2 K G K[YyonYed = (£ f,)  enitio

kaﬁ)=<f+Jw”$+J>



Prova:
Sga f(I KCK[V,,...,V,]. Podemos escrever
Py, ) = ié(yi = O XY VX e Xo) + WOYaseoos Yo Xareees Xo)
onde
W(Yaees Yo XaeeesXe) = S Un(YVareeos YonoXareeo Xo) B (Xareoor Xe)
comp | I,eh,f:Kdy,..)] ® KX,...x]. Entdo

FOFCHT) = FQ(Fyn )+ 1 =W(Fys Fo Xy X) + 1 =0,

jaque w( fy..., Xy Xe) = & Un( fuveves frn Xy X)) B (g0 %) T 1, poiscada p T 1.

finito de c,’s s&0 ndo-nulos. Entdo
fF (Yo V) = (F (Yoo Vo) = T (B, £)) +F (B, £
=S Gy (Y Yam =" ) +F(Fye, ) -
Pelo Lema2.1.1,

$ Cn(yfl""’ynqm _flnli"'i fmnm)

jaque f(f,...f)T 1.Assim f(y,,...Vw) T KCK[Vi,...,¥.].0

Provaremos agora o andlogo do Teorema 2.1.4



Teorema 2.1.10. Sgjam K = <| RV S

m

- fm> e G uma base de Groebner de K com

respeito a uma ordem de eliminacdo com as varidveis x maiores que as variaveis .
Entdo f + 11 K[X,,....%]/ | estdnaimagem de f se e somente se existe h1 K[yi,..., Vi
tal que f & , h. Nestecaso, f + | =f(h+J)=h(f,...T)+1.

Prova:

Sgaf+ 11 im(f). Entioexiste gl k[Vyi,...,V,] tal que f — g(f,....,f) 1 I.
Consideramos 0 polindmio f (X;,..., %) = G(Yoeees Vo) T K[ Yiseees Yo Xty ees X -

Como f(Xy,..0s X)) = 9(Vireeer Vo) = 9(Fiyeeey £) = 9(Vaeees Vi) + (F (Xgy.e0, %) — 9(Fey ), O
Lema 2.1.1 garante que f(Xy,...,X.) = 9(Yu-..¥m) | K €0 resto do argumento segue
exatamente como no desenvolvimento da prova do Teorema 2.1.4.

Por outro lado, sgja f T K[Xy,...,x,] tal que f & ,hcom h1 K[y,,...,y,]. Entdo f —h T K,

e destaforma

onde

W(Yaomes VX Xe) = S Un(Yarever YonrXareers %) By (Kagreens X)
comp | leonded, Uyl | K[Yi,e.., YXyreees Xo] - Substituindo y, por £, vemos que
f —h(f,..,f)1 |, eportanto f +1 =f(h+J).0

m

Teorema 2.1.11. Sgjam K = <| Y= fee Y — fm> e G abase de Groebner reduzida de

K com respeito a uma ordem de eliminagdo com as variaveis X maiores que as variaveis
y. Entdo f é sobregjetora se e somente se para cada i =1,...,n, existe um polindbmio
g=x—-h, 1T G,ondeh, T K[,..., V.

Prova:

A demonstracio é analoga a prova do Teorema 2.1.6.A



Exemplo 2.1.12. Sgaaaplicagdo

f:Q [uvw] /J® Q[xy]/]I

Uu+J® x2+y+1
V+I® x+y+|
w+J® x3—xy*+ |

onde J=(u-w 1 Q [uvwl el ={xy+y)l Q[x}Yl.
Note que aplicacdo estd bem definida, umavez que
f(w-w+J) =0+ y)(x+y) - (x°-xy) + 1
= X2y + Xy?+ xy+ y? + |
=(x+y)(xy+y) +1=0+1.

Computamos agora o nucleo def como no Teorema 2.1.9. Portanto sgja

K= <xy+ Y, U=X*—y,V=—X—y, W—Xx3+ xy2> 1 Quv,wx,Y].
Computamos a base de Groebner reduzida de K com respeito a ordem lexicogréfica com
X >y >u>vV>w e obtemos

G= {uv—w, uw + v* + 273 — VAW — vw— 2w, V° + 2v* — V3w — VAW — 2vwW+ WA,
YW—8y+4u—-Vi—4vi+w, X+ y-vVv, y’=3y+u-V?
W-2y+u—-Viyu—4y+u—V;, u2—2u+ V3 + 2v2—vw—w}.
Ent&o pelo Teorema 2.1.9 temos
ker (f) = {uv— W, UW + V* + 2v3 —v2W — vw— 2w, V° + 2v* — AW — VW — 2vW+ WP,
u?—2u+ v3 + 2vZ—vw-— W} mod (J)
Também pelo Teorema 2.1.11 temos que f n&o € sobrejetora. Note, por exemplo, que

y 1 imr(f) umavez quey ndo é divisivel pelo termo lider de nenhum elemento de G.
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Defini¢do 2.1.13. Seja k um corpo. Uma funcgéo racional em t,,...,t,, com coeficientes
emk é um quociente f / g de doispolindmios f, g1 K[t,,...,t,], onde g € um polinémio
ndo nulo. Ao conjunto de todas as fungdes racionais em t,,....t,, com coeficientes em k

denotamos k(t,,...,t.).

Queremos agora determinar quando Kk( fi,..., f,) = k(x,,...,X,); paraisto considere o homomorfismc
(2.1.3) 0 K[Xgpee s X0s Yireeos Yid ® K[Xgy. %]
f(Xisee s X Yireer V) ® T (Xppeeis X, Fiyeey )

eoidea K = <y1— flrees Yin— fm>i K[X1y s X Yaseees Yird -

Lema2.1.14. Temos que ker(g = K.
Prova:
Sdagl K.Entdo

g(xl""’xn’yl""’ym) = izsl (yl - fi(Xl""’Xn))hi(Xl!"'!mel!-"!ym) !

onde h; T K[Xy,...,. X Yireees Y] » € POrtanto

906X YY) = a(é (3= 0 XD X Yoo )

= S (= £ XD (KXo Yoo Yo =0,
de modo que g1 ker(g).
Reciprocamente, sgja g1 ker(g). Podemos escrever
0= Xy Yare
onde c,1 K, n=(Ny.ccNuNpygyeNoe) | Z05™, € @penas um ndmero finito de ¢,’'s sdo

ndo-nulos. Como g(Xy,..., Xy, f 1,..., i) = 0 temos



9= 0= g Xs F 1y ) = SCXTLLX( Y01,y m— £ finem),
De acordo com o desenvolvimento na prova do Lema 2.1.1 temos que
ZAACRVALELER ALAEW ALY I <y1— freees Y — fm> I K Yareens Yo Xases %]

eportanto g1 K.O

Se G é uma base de Groebner de K, definimos os subconjuntos
GT = G C k[yl”ym]
e

Gy = {g T G |Im(g) ndo édivisivel pelo termo lider de qualquer elemento de GT} .

Teorema 2.1.15. Sejam g um homomorfismo como em (2.1.3) e > uma ordem

monomial tal que cada x; € maior que o produto de ;. ; por qualquer mondémio em

K[Ys--- Yl OU S,

(2.1.9) X; > K[ Viyeeer Yl * Xiwq , parai =1,2,..., n=1.

Entéo k(f,..., ) = k(X,...,X,) se e somente se G,, contém um subconjunto {gl,...,gn},

onde g =dx —j;com j ;T K[XieorXnYireer Yod € T K[ Yiyeen Vil -

Prova:

Se G,, contém o subconjunto indicado entdo g, =d.x,—j ,I K =ker (g) e portanto
o(9n) = AdX, =] 0) = dy(forees fX0 = (e £) = 0,

demodo que d( f,,..., f.)x, =] o« fi,..., T).

Se d(f,....f) =0entdo d,I K e portanto d, &0, 0 que contradiz o fato de que os

mondmios lideres de elementos de G,, ndo sdo divisiveis por monémios lideres de

elementos de G;. Assm d(f,,....f) * Oe x, _ i o(fyenf)

do(fiyeeer )
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Da mesma forma, para g,_, temos

A(Gn-1) =A% 1 =] -2 T a(fue B)X = oo (X frie f) = 0.
No entanto provamos acima que X, I K(f,,...,f,) e portanto j ,_(X,, f,-.o, £) T K(f,..., ).
Desta forma d,_,(f,,...,f)x,_, = o(f,..., f), onde q(f,....,f) =] ._.(X, f,...,f) € assim como

"tod,(f,,.., )

no caso anterior, temos que d,_,(f,,...,f) * 0eportanto x
A prova segue como ho caso acima para g, , com i =1,2,...,n—- 2.
Reciprocamente, vamos assumir que K(f,..., f,) =k(x,...,X,) € portanto para
i =1,2,...,n— 1 devem existir polinbmios a, b; T K[yi,....V,] taisque

a(f,...fox =bi(f,...f) t 0.
Entre todos os pares de polinémios a;, b; pegue o par onde o monémio lider dea; € o
menor possivel (existe devido a boa ordenacdo de >). Definimos entdo P=a;x —b; e
destaformatemos P 1 ker (g), pois
(2.1.5) a(P) =a(f,..., f)x — bi( f,,..., f) =0.
Seja h,x 0 mondmio lider de P, onde h, =Im(a;). Como P 1 ker (g), temosque P® 0
e portanto hx deve ser dividido pelo mondmio lider de um eemento de G.
Suponhamos (por contradicdo) que h;x seja divisivel pelo monémio lider de um

elemento de G;, o0 qual deve ser um mondmio envolvendo apenas V,,..., V.. Entdo pela

nossa escolha da ordem tal monémio deve dividir h; e portanto a; é reduzido por G;.

Sga ail Ky,....y,] tal que a, & a’. Destaformatemosque a,—a;| K e portanto
a(f,..f)=9daa)=9q@)=aif,..,f)* 0.

Podemos entdo substituir a; por a; na equacdo (2.1.5); no entanto, note que

Im(a;) >Im(a;), o que contradiz a minimalidade de a;. Logo Im(P)=h;x ¢é divisivel

pelo mondmio lider de um elemento de g 1 G\G,. Este elemento g deve ter um

mondmio lider daformat x ondet; € um monémio em y,,...,V,, € quedivide h;.



Sgia z um mondmio interno de g;, isto €, um monémio com coeficiente ndo nulo e que
ndo € um mondmio lider. Queremos mostrar que z é daforma

px; comp 1 K[ Yieers Vil
ou

Z 1 K[Xi s 1eerXew Yineeos Yol -

h

X T Kvy,....y,] € Z€da

Se x; divide z entdo %< =h,T K[Vi..., ] € portanto

z
X
formapx; comp T K[ Yi..., Yol -

Vamos supor agora que x; divide z com j <i, de modo que z 3 x;. Observe no entanto

que pela escolha da ordem temos que x;  x,_, >t ;x 0 que contradiz o fato de que z €

um mondmio interno de g;. Logo x; ndo divide z e temos que z é da segunda forma. A

Note que a ordem lexicogréficapuracom x; > >Xx, >y, > % >y saisfaz (2.1.4).
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2.2 Polinbmios Minimais de Elementos em Extensdes de Cor pos

Nesta secdo utilizaremos os resultados da Secdo 2.1 para encortrar o polinémio
minimal de um elemento algébrico sobre um corpo k.

Sga ki K uma extensio do corpo k. Relembramos que se a | K é algébrico
sobre k, entdo o polindmio minimal de a sobre k € definido como sendo o polinémio
mdnico p em umavariavel, com coeficientes em k, de menor grau tal quep(a) =0.

f(a)

Sga k(a) o conjunto de todos os elementos da forma ﬁ onde f,gl K[x], e

considere o homomorfismo de k-agebras
f:k[x] ® k(a)

X® a

Lema2.2.1. Sep éo polindmio minimal de a sobre k entéo ker(f) = ( p).
Prova:
Se f1 (p) existehl k[X ta que f = hp. Temos entdo que
f(f)="f(hp) =1 (M)f(p) =h(a)p(a) =h(a).0=0
eportanto fl ker(f).
Reciprocamente, sgja fl ker (f ). Pelo algoritmo da divisdo em k[x] podemos escrever
f=qgp+r,paaq,r| k[x] etasquer =0ou grau(r) < grau(p).
Supondo quer t O, temos
0=f(f)=f(ap+r)=f(@f(p +f(r)=a(@)p@@)+r(a)=r(a).
Segja rc o polinbmio ménico obtido dividindo r pelo coeficiente do seu termo de maior

grau. Entdo rc é ménico e r(a) =0, o que contradiz a hip6tese de p ser o polinémio
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minimal de a, jA que grau(r() <grau(p). Isto mostra que r=0 e portanto

~

f=qgpl (p).O

Lema 2.2.2. Sjam k um corpo e a | K agébrico sobre k com polindmio minimal p.
Qualquer elemento de k(a) tem uma expressdo Unica da forma g(a), onde gl k[x] e

grau (g) < grau(p).

Prova:

Sgahi k(a), digamos h(a) =%com f.91 K eg@)? 0.

Como g(a) ! 0, temos que p ndo divide g e, como p € irredutivel, temos que p e g S0

primos entre si. Existem portanto a,b T k[x] taisque ag + bp=1 eassim
1=a(a)g(a) +b(a) p(a) = a(a)g(a).

Destaforma

) < 1@) _ @) a@) _

" 9@~ o@) a@) f(a)a(a) = g(a) parao polindmio g = f:al K[X].

Pelo algoritmo de Euclides existem u, r | k[X] tais que

g=up+r,com grau(r) <grau(p) .
Mas qg(a) =r(a), logo grau(g) <grau(p), 0 que prova a existéncia. Para provar a
unicidade, sgjam ¢, q" | k[X] tais que q(@) =qg'(a) e grau(q), grau(q’) < grau(p).
Tomando a¥-g' (¥ =aX 1 KX obtemos  grau(a) < grau(q). Como

a(a) =q(a) - q'(a) =0, aminimalidade de p garante que a =0 e portanto q=q".[J

Pelo Lema 2.2.1 temos que ker (f) = (p) epeloLema2.2.2 f ésobre, demodo que

(2.2.1) kIX] / {p; €k(a)

pelaaplicacéo definidapor x +(p ® a .



Consideraremos inicidmente o caso K =Kk(a), com a agébrico sobre k, e nosso
objetivo € computar o polindmio minimal de qualquer b1 K. Notamos que para
computar em k(a) é suficiente, de acordo com (2.2.1), computar na k-algebra afim

K[X] /( p). Supomos conhecido o polindmio minimal pdea .

Teorema 2.2.3. Sgjam k| K uma extensdo do corpo k, al K agébrico sobre k e
pl k[X] opolindmio minimal de a sobrek.Seja 0t b1 k(a)um elemento qualquer,

digamos

b= ptraa+..+aa" _f(@)
b,+ba+..+b,a™ ga)’

onde a,b;l k para OLi£Ene OE£jE£m Sgam f(XY)=a,+ax+..+ax" e
g(X) =b,+bx+ ...+ b, X" 0s polindmios correspondentes em K[x] e considere o ideal
J :<p,gy— f> de K[xy]. Entdo o polinbmio minima de b sobre k € o polindmio
monico que geraoidea J C K[y].

Note que J C K[y] € gerado por um Unico polindmio, uma vez que isto € vélido
paratodo ideal em k[y], jaque k[y] € um dominio de ideais principais.
Prova:
Note que como K[x] / <p> éum corpo e g(a)* 0 (g € o denominador de b), existe um
polinémio | T Kk[x] tal que
(2.2.2) gl ° 1 (mod ( p)), ousgia, gl =11 (p) -

f@l@ _f@) _

Escrevendo h = fl temos h(a) = o yiey =50y

b. Considere agora a composi¢éo f
dos homomorfismos de k-algebras afins dada por
f:klyl® KX /{p)® k(a)

y® h+{p ® b



Note que gl ker (f) se e somente se q(b) = 0. Para ver isto, sga gl ker (f) 1 K[y],

digamos q= S c,y*. Temos ent&o que

fiFita
f@=f(S cy)= S ob* =a(b)

e, como ql ker (f), temos que f (g) = 0 = g(b); areciproca € imediata.

Desta forma, para encontrar o polinbmio minimal de b, procuramos pelo gerador

monico do ker (f). Pelo Teorema2.1.9, ker (f) = {p, y—h) G K[y] -

Desta forma € suficiente mostrar que (p, y—hj = <p, ay — f>. Temos que

y-h=y-fl=I(gy-f) +(-y)d -1) e de (22.2) temos que gl -1T (p). Desta

forma y—hl <p,gy—f>.

Reciprocamente, temos que gy— f =f(gl-1) +g(y- fl) e de (2.2.2) temos que

gl -11 (p). Destaforma gy~ f 1 (p, y— fl).0

O resultado anterior nos da um algoritmo para encontrar o polindmio minimal de um
elemento b em k(a):

Dados a e b como no Teorema 2.2.3, computamos a base de Groebner reduzida G para
0 ideal <p,gy— f> de K[x,y] com respeito a lex (ou outra ordem de eliminagdo) com

x>y. O polindmio em G navariavel y sozinha € o polinémio minimal de b.

Exemplo 2.2.4. Considere a extensdo de corpo Q(a) de Q onde a é umaraiz do
polindmio irredutivel x*—5. Considere agora o elemento b = Lﬁ?aﬂ , € 0 ideal
J= <X2 —5, Xy + x*— 2x — 1> [ Q[X, yl. Computamos a base de Groebner reduzida

para o ideal J com respeito a ordem lexicogréficacom x> y e obtemos



G :{x+%y—% y?—4y +%}

Desta forma o polindmio minimal de b é y>—4y + %.

Esta técnica pode ser estendida para o caso mais geral de extensdes de corpos da
forma K = k(a,,...,a,) . Paraisto necessitamos da seguinte notagéo :
Para i =2,...,ne pl k(@j,...a;_;)[X], sga p qualquer polinémio em K[Xx,...,x] tal que
p@ai,...a;_,%) =p. Note que pndo é unicamente definido, mas qualquer uso que
fizermos de p ndo ir4 depender desta escolha particular.

Iremos agora determinar o polindmio minimal de qualquer elemento b de

k(a,,...,a,) usando o seguinte resultado, que é similar ao Teorema 2.2.3.

Teorema 2.2.5. Sgja K =k(a,,...,a,) uma extensdo algébricade k. Para i = 1,...,n, sgja
pl k(@,...a;,_;)[x] o polindbmio minima de a, sobre k(ai..a; ;). Sda
bl k(@j...,a,), digamos

_ f@ag...,ay)
b = gay....a,) '

onde f,gl K[X;...,X,]. Considere o ided J= <ﬁ,...,ﬁ, ay — f) contido em
K[Xy,...,%,, Y]. ENtd0 o polindmio minimal de b sobrek é o polindmio ménico que gera o
idea J C K[y] .

Prova:

Basta mostrar que  K[Xy,...,Xx.] / plpﬂ> €k(ay,...,a,), pois o resto da demonstracéo
segue da mesma forma que na demonstracéo do Teorema 2.2.3. Paratal consideramos a

aplicacdo



o K[Xg,.0 %] ® Kk(@y,...,a,) X ® a;
Como f, € sobrejetiva, resta mostrar que ker (f,)) = (P,..... -
Temosque p,...w | ker (f,),jaquef . (p) = p(a,....a;) = p(@....a;) = 0 por definicéo
de p. A reciproca sera feita por inducéo no nimero de variaveis n.
O caso n=1 é dado pelo Lema 2.2.1. Considere agora f 1 k[x,...,x,] ta que
f(a,..,a)=0 e sga h(x,) =f(ay...a,_.X) | k@,....a,_)[x]. Note que
h(a,) =f(a,,...a,_,,a,) =0 e portanto p, divide h por definicdo de p,. Existe portanto
I, T k(@...a,_)[x,] ta queh= pl,. Considere

f= = S ga X )X T KX %] -

Como

f-pl.(an-a,_,X) =h-pl,=0,
temos que g,(ay,...,a,_4) = 0 paratodo n. Desta forma g,(X;,...,X,_,) | Ker (f,_,), onde

OE£i£n e O£ jJEm

e portanto da nossa hipétese de inducdo, g,(Xy,....X, )1 <pl,...,p]_l>. Desta forma
temos que f—Tl, 1 <Q,...,n_l> eportanto f 1 (pl ..... > como queriamos demonstrar.

O
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Exemplo 2.2.6. Considere a extensdo de corpo Q I Q (Y3 ¥5). O polinémio minimal
de ¥3 sobre Q € p=x2-31 Q[x,] e o polinémio minimal de ¥5 sobre Q(¥3) é
p=x2-51 QW3)[x,]. Queremos determinar o polindmio minimal de ¥3 - V5. Para
isto computamos a base de Groebner reduzida para o ideal

3= (BPy - —%)) = (X -3, -5, y=x,+ %)) | QDx,%,]

com respeito a ordem lexicogréficacom X, > X, > y e obtemos

Desta forma o polinémio minimal de ¥3 - ¥5 sobre Q € y*— 16y? + 4. Vemos também

que ¥3 — ¥/5 tem grau 4 sobre , e portanto Q(W'3 — ¥5) = Q(¥3, V5).

Exemplo 2.2.7. O polindmio minimal de ¥3 sobre Q é p =x/—31 Q[x,]. As raizes

deste polindmio geram a extensio QW3,i). Sga o demento bz%, i.e,
ppa

b= f(:@’_'), onde f =X +X,g=%1 K[x,%]. Queremos encontar o polinémio
9(V3,i)

minimal de b sobre Q. O polinémio minimal de i sobre Q(¥3) é p,=x3+ 1, desta
forma temos p=T e B=T ) Sga 0 ideal
J= <x‘1‘ -3, %+ 1 xy—(x, + x2)> I Q[X.,%,Y]. A base de Groebner reduzida de J com

respeito a ordem lexicograficacom x, > X, >y € dada por:
G= {X22 +1, X — 3X,Y3 + O,Y2— 0%y + 3X,, Y —4y: + 6y*—4y + %}

Desta forma temos que o polindmio minimal de b sobre Q é y*— 4y + 6y — 4y +% .



Alternativamente Q(¥/3,i) = Q(¥3, i¥3). O polinémio minimal de i¥3 sobre Q(V3) é

P, = X3+ ¥3. Desta forma T3, = x3 + x2. Queremos determinar o polindbmio minimal de

b_i‘/§+i
I3
f (¥3,i¥3) - . .
Temosque b=——""7 onde f =x2+ %, g =X21 k[x,%]. Oided J é dado agora
q g(ﬁ,iﬁ) 1%, 0 1 [ X1, %] ag

por J = <x‘1‘ —3, X3+ X3, X3y — (X3 + x2)> I Q[x,,%,Y] e sua base de Groebrer reduzida

para a ordem lexicograficacom x; > X, >y é

Obtemos desta forma o mesmo resultado acima. Como o grau de b sobre Q é 4 vemos
que Q(b) é um subcorpo de Q(¥'3,).

Nos dois exemplos anteriores, usamos 0 grau para decidir quando k(b) é igua a
k(a,...,a,).

A seguir apresentamos um outro método para determinar isto com a vantagem de

expressar 0s a;'s em termos de b. Este algoritmo é consegiiéncia do seguinte teorema:

Teorema 2.2.8. Sgja K =k(a,,...,a,) uma extensdo algébricade k. Parai =1,...,n, sgja
pl k(@g,....a;_;))[x] o polinbmio minimal de a, sobre k(a,,..a;;). Sga
bl k@y...,a,), digamos

_ f@ag...,ay)
b = gay....a,) '

onde f,gl K[X;..,X,]. Considere o ided J:<_Q,..., ™ gy—f> contido em

K[X4,.--,%,, Y] € sgjaG abase de Groebner reduzida de J com as varidveis X maiores que a
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variavel y. Entéo k(a,,...,a,) = k(b) se e somente se para cada i =1,2,...,n existe um
polinémio g, 1 Gta que g =x,—h, paraalgum h; T Kk[y]. Neste caso, a, = hy(b).
Prova:

Sgjam | = (p,...p) el | k[X,...x;] taisque gl - 1T 1. Escrevendo h = fl temos

_ fay..,ay) l@y...a,) _
" g@y..a,) l@p..a,)

Considere a aplicacéo

KIY] ® KXp.oX]/1® k(@,...a,)
y® h+1® b

Entdo k(a,,...,a,) = k(b) se e somente se f € sobregjetora. Seguindo 0 mesmo argumento
utilizado na demonstraggo do Teorema 2.2.3 podemos mostrar que
J= <n,...,g,gy— f> =(l,y-h).

Desta forma, pelo Teorema 2.1.11, temos quef é sobrejetora se e somente se existe um

polinémio g, I Gta que g =X, —h, paraalgum h; T k[y]. Neste caso, a; = h(b).00

Exemplo 2.2.9. No Exemplo 2.2.7, note que ndo existe em

G= {xz2 +1, X — 3Xy° + WX Y2 — XY + 3%, Y —4y® + 6y*—4y + %}

nenhum polindmio da forma x,—h;, com h,T Q[y], e desta forma temos que
Q(b) Q3.

2
No Exemplo 2.2.4, note que temos Q(a) = Q (%26”1) e

a:%b_ ,ondeb:Laza-'-l_

Nolon
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2.3 Programacao Inteira

Nesta secdo utilizamos a teoria desenvolvida na Secdo 2.1 para encontrar
solugdes para um problema de programagéo inteira.

O problema da programagdo inteira tem a seguinte forma: Sejam a; 1 Z,
bl Z, ec; I R, paai=1..,ne j=1..m; desgjamos encontrar uma solucdo

(ddy.....d,) em Z". do sistema

ayd; + a0, + =+ a,d,
ayd; + ayd, + &+ a,d,

b,
b,

(2.3.2) :
a0, +a,d, + %+ a,d, = b,

gue minimize a “funcéo custo’
23.2) qm@wnazggq
Nosso objetivo aqui € aplicar os resultados de 2.1 para indicar um método de solucéo
para este problema. Nossa estratégia é:

(1) Transpor o problema de programacdo inteira para um problema sobre
polindmios.

(2) Usar bases de Groebner para resolver o problema polinomial.

(3) Transpor a solucéo do problema polinomial de volta para a solucdo do

problema de programagéo inteira.
Primeiramente iremos resolver o caso particular em que todos os a;;(s e b;(s sdo

inteiros N0 negativos. Iremos nos concentrar primeiramente na resolugdo do sistema

(2.3.1) sem levar em conta a condicéo da funcdo custo (Equacéo 2.3.2).
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Introduzimos uma variavel para cada equacdo linear em (2.3.1), digamos
X1,Xz.-, %, , € UMa variavel para cada incognita d; , digamos Yy, Y,..., ¥ . Representamos
entdo as equagdes em (2.3.1) como

Xia‘ldl +%+a,0, — Xib‘
parai = 1,...,n. O sistema (2.3.1) pode entdo ser representado como um mondmio
X?11d1+a12d2+...+almdmu.xﬁnlcl+ ang o+t By = X*{1X£’2...Xﬁn ,
ou equivalentemente,
(2.3.3) (xfnxg‘ﬂ...x,?nl]d1...[xflmx§2m...xﬁnm)dm = X2, X0
Notamos que o lado esquerdo do mondmio em (2.3.3) pode ser visto como aimagem do
monomio yf1ysz...ysm pela aplicacdo polinomial

foK[Yieeo Yd ® K[XgyeeeXo]

Y, ® Xjrixgai... Xan

O seguinte lema ent&o é claro, supondo quetodos a;s e b sdo ndo- negativos..

Lema 2.3.1. Existe uma solucéo (dl,dz,...,dm)T Z.". do sistema (2.3.1) se e somente se
0 monémio x%ixbz..xtn é a imagem por f de um mondmio em K[y,,...,V.]. Ainda se

XP1xP2,, . xBn = f (yf1yla...yem) entdo (dl,dz,...,dm) T Z é umasolucdo do sistema (2.3.1).

Na Secdo 2.1 apresentamos um algoritmo para determinar quando um dado
elemento de K[x,,...,X,] esta na imagem de uma aplicagdo como f. Todavia, de acordo
com o lema acima, é necess&rio que 0 mondmio x°ixb2..x2» sgja a imagem de um
mondmio. Mas como a aplicagéo f leva as variaveis y; em mondmios de K[X;,...,X,],
temos o lema a seguir, no qual utilizamos a notagdo acima e supomos que todos os a;;(s

eb;(c sdo inteiros ndo-negativos.

72



Lema 2.3.2. Se x§1x%2.. x5 estd na imagem de f, entdo x81xP2..x% é a imagem de um
monoémio yfrysz...yem T K[ Yy,..., Vil
Prova:

Sgjam K = <yj—xflix§21'...xﬁni |j= 1,...,m> 0 ideal considerado no Teorema 2.1.4 e G

uma base de Groebner de K com respeito a uma ordem de eliminacdo com as variavels
X maiores que as variaveis y. Entdo pelo Teorema 2.1.4 temos

X0 xE T im(f) O xeaxl.x® ,h comhT K[yi,...Vul.
Temos ainda, se X2tz x2® , h com h1 K[y,,...V,] entdo xPix22...x = f (h).
Basta portanto mostrar que h1 K[y,,...Y,] € um mondmio.
Observamos primeiramente que os polindémios que geram o ideal K sdo todos diferencas
de dois mondmios. De acordo com o Algoritmo de Buchberger para computar uma base
de Groebner G devemos adicionar o resto dos S-polindmios S(f, ;) pela divisdo por
F= {fl,..., fs}, onde F € um conjunto de geradores de K (e contendo os geradores
iniciails de K) em um determinado instante do algoritmo. Como os S-polindmios
cancelam os termos lideres dos polinbmios em questéo, temos que S(f,f) € uma

f 1 F. Da mesma forma ao reduzirmos

diferenca de dois mon6mios para qualquer f, f;

em um passo uma diferenca de dois monémios por outro polindmio da mesma forma
obtemos novamente uma diferenca de dois mondmios. Temos entdo que todos os
polinbmios em G sdo diferencas de dois mondmios (vegja Exemplo 2.3.3). Logo se
x1xP2,. X0 estAd na imagem de f entdo x2ixb2.x%» se reduz a um polindmio
h1 K[yi,...y.]. Mas a reducdo em um passo de um mondmio por uma diferenca de dois
mondmios é um mondmio. Logo como a reducdo é feita passo a passo, h € um mondémio

e 0 lema est4 provado.[
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A prova do Lema 2.3.2 nos fornece um método para determinar quando (2.3.1)

tem solug&o, bem como encontrar uma solugéo:

(1) Computar uma base de Groebner G de K = <yj — XPux32i,. X3 | | = 1,...,m>

com respeito a uma ordem de eliminagdo com as varidveis x maiores que as variaveis ;
(2) Encontrar o resto h da divisdo do mondmio x51x$2...x5 por G;
(3 Se hl K[y,....V,], entdo o sistema (2.3.1) ndo tem solugdes inteiras n&o-

negativas. Se h = yf1ys...ydm, entdo (dl,dz,...,dm) é uma solucdo do sistema (2.3.1).

Exemplo 2.3.3. Considere o sistema

2d,+ d;=6

Adicionamos uma variavel x para cada equacado: X, € X, .

Adicionamos uma variavel y paracadaincognita: y,,Y, € V.

De acordo com teoria desenvolvida acima a aplicacdo polinomial correspondente é
dada por:

K[Y2 Yor Ys] ® KX, %]
Y ® xi
Y ® X3
Y ® X5,

e desta forma K = <y1— X2, Yo —XiX3, Vs —x§x2> 1 K[X;,%, V1, V5 Ya]. Computamos a base
de Groebner reduzida G para K com respeito a ordem lexicogréfica com
X;>%>Yy, >Yy,>Yy, obtendo G= { fl,...,flo}, onde fi=xi-vy, hL=xx5-Y,
B=XYi— Yo B=XXYs—WiYo B=XY5—- WY k=XYi- ¥y, B =X5YE - w5,

o =Xy = XoYs o =X3y5— Vi, fio = VPV5 - V5.
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Temos entdo
X3S ® , y,¥2y? = h, onde h é reduzido com respeito a G.

Usando os expoentes de h temos que (1,2,2) é uma solucéo do sistemna dado.

Voltamos nossa atencéo agora para 0 caso mais geral onde os a;(< e b, em
(23.1) sdo interos nd necessariamente ndo-negativos. Uma vez mais estaremos
interessados em determinar quando o sistema (2.3.1) tem solucdes e em ercontrar tais
solugdes ignorando a condicdo da “funcéo custo”. Procederemos como no caso anterior
exceto que neste caso teremos expoentes negativos nas variaveis x. E obvio desta forma

gue isto ndo pode ser feito no anel de polindbmios K[x,,...x,]. Adicionamos entdo uma
nova variavel w e trabalhamos no anel afim Kk[x,,...x,w] / | onde | = <xlx2...xnw—1>.
Podemos escolher inteiros néo-negativos aj; e a; paracada j = 1,...,mei = 1,...,ntal que
paracada j = 1,...,Ir temos

(@gj@zj-.-r@y) = (a3,8,-.,8y) +a;(-1,- 1., -1).
Por exemplo, (-3,2,-5=(270)+5-1,-1,-1). Entdo no ane a&afim
K[Xy,...X,»W] / | podemos dar significado a classe x§1ix32...x2n + | definindo

X31xg2.. X3 + | = XuxGe. xEwW + |

pois
X2LiX22i,, XBHWR | — X3LiX22),,, X2n = X31iX22},,, X2n(X21i~ 2122 ~azj,  Xah ~anwaj — 1)
= XTUX32. L XE(XT X3 .. XG WA — 1)
= X34 X321, XA (X Xooe. X, W) *1 = 1)
€, Como

(XX X W) 21 = 1) = [(Xy Koo X W — L)((XyXoer X W) P 1+ (XX X W) 2172+ L+ (XX X W) + 1)

temos que
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(XXor X W) I =1) T | = <x1x2...xnw— 1> , € portanto xaiixasi,., xahwai — xaux3zi,,. xani | |,
Da mesma forma, (b,b,,...,b,) =(b},b,,...b) +b(=1,-1,.,-1), onde b, e b sfo
inteiros ndo-negativos parai = 1,...,n e definimos

XP1xB2,. Xn + | = xPixbs xPowP + |

Temos desta forma a seguinte equacdo, que corresponde & Equacéo (2.3.3):

dp

(2.3.4) (xate.xafwen) . (et xasn) 7 1 = W 1
Procedendo como no caso anterior podemos ver que o bdo esquerdo desta equacédo
pode ser visto como a imagem do mondmio y;ys2...yém pelo homomorfismo de k-
algebras
K[ Yireeer Yid ® K[Xq,.ee, X, W] / |
Y, ® XEx3% .. xGwWA i + |

Como no caso anterior, e usando o conjunto de notagbes acima, temos:

Lema 2.3.4. Existe uma solucdo (dl,dz,...,dm)T Z7 do sstema (2.3.1) se e somente se
XPL.xwP +1 é a imagem por f de um monémio em K[y,...V.]. Ainda, se

X3E.XEWP + | = F (yeyga.. ydn), entdo (dy,d,...,d,) € uma solugZo do sistema (2.3.1).

Na Secéo 2.1 apresentamos um algoritmo para determinar quando um elemento
de [Xy,...,.%,,W] / | esta na imagem de um homomorfismo de dgebras afins tais como f
(vgja Teorema 2.1.4). Como no primeiro caso considerado, o lema acima exige que
XP1..x2wP + | sgja a imagem de um mondmio e nd de um polinémio qualquer. De

modo andlogo temos:
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Lema 2.3.5. Se xb1...x¢nwP + | et naimagem de f, entdo x21...x0wP + | é aimagem de
um mondmio yirySz..yem I K[ ;... Vil

Prova:
Sgjam <x1x2...xnw— 1, y,—x¢h.xahwei | j = 1,2,...,m> I K[Xgeee X0 W, Visoen, Vid € G UMA

base de Groebner de K com respeito a uma ordem de eliminag&o com as variaveisx ew
maiores que as variaveis y. Entéo pelo Teorema 2.1.10 temos:

X2 WP + 1T im(F) O X2 xPwP & hT K[V, Vil
Temos ainda que se x25...xw? @ hcom h1 K[yi,..., Y], ENtAO x25...x2mwP + | = f (h).
Assim como no Lema 2.3.1, os polindmios que geram K sdo todos diferencas de dois

mondmios, e portanto podemos novamente utilizar os argumentos do Lema 2.3.2. [

Exemplo 2.3.6. Considere 0 seguinte sistema

Bdl_ 2d2 + 2d3 _2d4: 4
4d1+ d2_2d3 = 2

Temos duas varidveis, X, e X, uma para cada equacdo. Temos também 4 variaveis,
Yo Yo Y3 Y, Uma para cada incognita. Seja o idea | = <X1X2W—1> e considere o
homomorfismo de algebras

Q[y1|y21y31y4] ® Q[X11X21W]/ l

Y, ® X% +1
Yo ® X3w? + |
¥: ® Xw? + |
Ya ® W + |

Desta forma K = <y1_ X33, Y, — X2, Vs — X2, Ya— XaW2, X X W — ]_>. Considere a

ordem lexicogréfica com Xx,>x,>w>y, >y, >y, >y, . Computando a base de

Groebner reduzida do ided K com a ordem acima obtemos



G= {fl, f fo fufs fo £ £ fg}, onde fL=yayayi -1, L=wW— vV,
B=yiyava- ¥, L=yhwy' -, E=yw'-y, k=WWyi-¥, FEYv-v.
fe =X — MY2yi e f,=x,— y2y,y5ys. Reduzimos agora 0 mondmio XxixZ por G. Temos
entéo
X " yeyzyeyie

& Yoy2yey;

R
e y2ysy, éreduzido com respeito aG. Observando o expoente dos diferentes monémios
obtidos durante a reducéo temos as seguintes solucdes para 0 sistema:

(4,2,8,10), (2,2,4,3) € (2,0,3,4).

Iremos voltar nossa atencdo agora ao nNosso problema original, i.e., encontrar
solugbes do sistema (2.3.1) que minimizem a fun¢do custo c(d,,d,,...,.d,) = ]:SI c;d;
(Equacédo (2.3.2)). Podemos observar que a Unica exigéncia que fizemos em relacéo a
ordem de mondmios no processo de encontrar solugdes para o sistema (2.3.1) foi de que
esta ordem fosse uma ordem de eliminagdo entre as varidveis x;,w e y, onde x; € w eram
maiores que y. Nossa estratégia para minimizar a fungéo custo sera utilizar os c;'s para
definir uma ordem de termos.

Definicdo 2.3.7. Uma ordem de termos <, nas variaveis y é dita compativel com a
funcéo custo ceaaplicacéo f se
f(yeyi i) =1 vty yi)

e P ylyseyim <c yitys. .y
c(d,,....dy) < c(di,....dr)
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As ordens de termos nas variaveis y compativeis com c e f sdo exatamente as
ordenagdes de termos que nos fornecerdo as solugbes de (2.3.1) com menor custo,

conforme mostra a proposi¢éo abaixo, na qual utilizamos a notacdo introduzida acima.

Proposicdo 2.3.8. Sgja G uma base de Groebner de K com respeito a uma ordem de
eliminagdo com as variavels X e w maiores que as varidvels y, e uma ordem <. nas
varidveis y a qual é compativel com a funcdo custo ¢ e a aplicacdo f. Se
XPixb2, xbyb @ | ydiyde ydm onde yfryse..yim é reduzido com respeito a G, entdo
(dl,...,dm] € uma solugdo do sistema (2.3.1) que minimiza a fungéo custo c.

Prova:

Sgja xPixb2. . xbwP ® , yoryde ydn com yfiyse...yom reduzido com respeito a G. Entdo
pelo Lema 2.3.4 temos que (d,,..., d.,) € uma solu¢do do sistema 2.3.1. Suponhamos

agora que exista uma outra solugéo (ds,..., d; ) do sistema 2.3.1 a qual possua “menor”

il il

custo com relagio ac, i.e, J_:Sl cd?f < J_Sl ¢;d;. Como (dy,..., d;;) € uma solugo do sistema
2.3.1 temos que
f(yfryse...yam) = (yiyse. yam = xEixgz.ximwP + 1 |

e logo temos que yiydz . ydn— ydiyge ydn ] ker (f). Pelo Teorema2.1.2, ker (f) 1 K, e
portanto ydiydz  ydn— ydiyde ydn] K. Temos entdo que ydiydz,. ydm — ydiyde  yin@ | 0.
Como <, é uma ordem nas variaveis y a qua € compativel com a fungdo custo c e a
aplicacdo f, temos queyfiyds | yim < ydiyda | ydm e portanto
lt(ydryde.. ydm — ydiyde  ydm) = ydiyde ydn  No entanto yfryge..yém é reduzido com
respeito a G e portanto ndo pode ser reduzido a 0 por G. Logo tal solugdo deve ter um

custo maior com relacdo a funcéo custo c.[]

7



Podemos obter uma solugdo minimal diferente se usarmos uma ordem diferente,
desde que tenhamos uma ordem de eliminagdo com as varidveis X e w maiores que as
variaveisy, e uma ordem nas varidveisy compativel com afuncéo custo ¢ e a aplicacdo
f.

Consideremos o caso particular em que a fungdo custo ¢ envolva apenas coeficientes
positivos, isto &, ¢; > 0, j = 1,2,...,ir. A seguinte ordem € entdo compativel com afuncéo
custo e a aplicacéo f: Primeiro ordene os monémios usando a fungdo custo, e caso

sgjam iguais, por uma outra ordem qualquer. O exemplo abaixo ilustra esta idéa.

Exemplo 2.3.9. Considere o sistema do exemplo 2.3.6

3d1_ 2d2 + 2d3 _2d4= 4
4d,+ d,-2d, =2

com a fungdo custo

c(d,, d,, dg, d,) = d, +10d, + 100d, + 1000d, .
Utilizamos lex nas varidveis X e w com X; > X, >w. Os mondmios em y sao ordenados
primeiramente usando a funcdo custo e, caso estes sgam iguais, com lex onde
V1> %2> Yo > Vs 1510 € yihythyleyds < yhytoydsyds se e somente se

d, + 10d, + 100d + 1000d, < d + 10d, + 100d; + 1000d,

ou
d, +10d, + 100d, + 1000d, = d; + 10d; + 100d; + 1000d;, €  yfrysoySayfde < yfysoyssyds
Finalmente usamos uma ordem de eliminagdo com w e as varidveis X maiores que as
variaveis y. A base de Groebner reduzida de K € G={g,,....g.}, onde g, =w- y,y?y/,
9= Y%'Ys — L1 0: = Ya— Vo¥s Ga = X — ViYoYs € G5 =X —YrY, Vs -

Temos que x> ® ,y2yfyZ, e portanto (2,8,7,0) € uma solugio de custo minimo.



3. Apéndice



CoCoA!

CoCoA é um software para manipulacgo de expressdes em Algebra Comutativa e capaz
de realizar operacOes sofisticadas em anéis de polinbmios em n variveis e em varios
dados relacionados com eles (ideais, modul os, matrizes, fungdes racionais). O sistema €
capaz de realizar operacdes tais como:
Somas, produtos, poténcias, derivadas, mmc e mdc de polindmios.
Somas, produtos, poténcias, derivadas de fungdes racionais.
Somas, produtos, poténcias de ideais.
Somas de moédulos.
Somas, produtos, poténcias, determinantes, adjuntas de matrizes.
Bases de Groebner de ideais e médulos.
Syzygies de ideais e médulos.
CoCoA inclui uma linguagem de programacdo semelhante a Pascal, que permite o
usuério personalizar o sistema e criar novas hibliotecas. Referéncias sdo obtidas em [5].
E importante ressatar que o principio fundamental em todas as operagdes redizadas no
CoCoA é a implementacdo do algoritmo de Buchberger para o cdmputo das bases de
Groebner de um ideal e/ou modulo.

Nesta secdo listamos os diversos agoritmos implementados no CoCoA e a
resolucdo dos exemplos numeéricos apresentados ao longo do texto. Vale ressaltar que os
algoritmos implementados sd0 0s mesmos apresentados anteriormente e ndo tivemos em
momento nenhum a preocupacdo com a eficiéncia computacional dos mesmos. Desta
forma o céalculo de bases de Groebner através do algoritmo de Buchberger pode, em
alguns casos, se tornar extremamente demorado e portanto, nas aplicacoes referentes as

SecOes 2.1, 2.2 e 2.3, utilizamos bases de Groebner calculadas através dos algoritmos

implementados no préprio CoCoA .

11 A. Capani, G. Niesi, L. Robiano,
CoCoA, asystem for doing Computationsin Commutative Algebra,
Available viaanonymous ftp from: cocoa.dima.unige.it
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Al gunmas rotinas no software CoCoA

Exenplo 1.3.2
<<'reducao. coc'
Use R : = xy], Lex;
F: =x"2y+xy"2+2y+1;
G =[ x"2+2xy] ;
Reducao(F, G ;

carrega al goritnmo divisao.
define anel e ordem
poliném o a ser dividido.
Li sta de divisores.
Executa di vi sdo/ reducéo.

- - Respost a:
reduzi do por

1) a

Resto=-xy"2 + 2y + 1

A(l) =y

-Xy"2 + 2y + 1

Exemplo 1.3.3
<<'reducao. coc'

Use R : = xy], DeglLex;
F: =x"2y"2+2Xy"2- Xy;
G =[ x+2y+1];
Reducao(F, G ;

carrega al goritnmo divisao.
define anel e ordem
poliném o a ser dividido.
Li sta de divisores.
Executa di vi sdo/ reducéo.

- - Respost a:
reduzi do por
reduzi do por
reduzi do por
reduzi do por

Rest o=4y™"4 + y"2 + y
2y"3 + yh2 -

A(1) =xy"2 -

-2xy"3 + xy"2 - xy
4yn4 + xy"2 + 2y"3 - Xy

4yn4 -

Xy - y~"2

4yn4 + yr2 +y

y

Exenmplo 1.3.5
<<'reducao. coc';
Use R :=Q yx], Lex;
F: =y~2x;

G =[yx-y, y"2-X];
Reducao(F, G ;

carrega al goritnmo divisao.
define anel e ordem
poliném o a ser dividido.
Li sta de divisores.
Executa di vi sdo/ redugéo.

- - Respost a:
reduzi do por
reduzi do por
Rest o=x
A(1) =y
A(2)=1

G2) a

G1) a y"2

X

Exenplo 1.3.9

<<'reducao. coc';

Use R : = xy], Lex;

F: =x"3y"3+2y"2,

G =[ 2xy"2+3x+4y"2, yN2-2y-2];
Reducao(F, G ;

carrega al goritnmo divisao.
define anel e ordem
polindémi o a ser dividido.
Li sta de divi sores.
Executa di vi sdo/ reducéo.

- - Respost a:
reduzido por (1) a -3/2x"3y - 2x"2y"3 + 2y"2
reduzido por 1) a -3/2x"3y + 3x"2y + 4xy"3 + 2y"2
reduzido por (1) a -3/2x"3y + 3x"2y - 6xy - 8y"3 + 2y"2
reduzido por 2) a -3/2x"3y + 3x"2y - 6xy - 1l4y~2 - 16y
reduzido por 2) a -3/2x"3y + 3x"2y - 6xy - 44y - 28

Rest 0=- 3/ 2x"3y + 3x"2y -
A(1) =1/ 2x"2y - xy + 2y
A(2)=-8y - 14

6xy - 44y - 28
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Exemplo 1.6.4

<<'spol .coc'; -- carrega S _Polindm os.

Use R : = xy], DeglLex; -- define anel e ordem

F: =xM2y"2+XN3+XyN2+2X; -- polinbmo f.

G =X"N4yN2+xX"5+2XY; -- polinbm o g.

Print S Polinomo(F, Q; -- calcula o S-polinémo de f e g.
- - Respost a:

S(F, G = x"3y"2 + 2x"3 - 2xy

Exenplo 2.1.3

Use R : = xuv], Lex;

K: =l deal (u-x"2, v-x"3);

G =ReducedCGBasi s(K);

Set | ndentation;

PrintLn "Base de G oebner reduzida G ", G

--Respost a
Base de Groebner reduzida G= |
x"2 - u,
Xu - v,
XV - uh2,
un3 - v~/2]
Exemplo 2.1.5
Use R:=Q x,Yy,u,v,w, Lex;
K: =l deal (u-x"2, v-X-y, W X"2- 2xy) ;
G =ReducedGBasi s(K) ; -- Cal cul a base G oebner reduzida.
R =NF( 3x"2+2xy+y"2, G ; -- Reduz polinémo emrelacdo a G
Set Indentation;
PrintLn "Base de Groebner reduzida G ", G
PrintLn "R= ", R/ " ;onde R e reduzido comrespeito a G';
-- Resposta
Base de Groebner reduzida G= |
X +y - v,

yh2 - vh2 + W,

yv + 1/2u - v~2 + 1/ 2w,
yu + yw + uv - vw,

ur2 - 4uvnh2 + 2uw + wh2]

R= 2u + v*2 ;onde R e reduzido comrespeito a G

Exenplo 2.1.7
Use R: =@ x,Yy,u,v,w, Lex;
K: =l deal (U+x"2-x, v-y, W X+y);
G =ReducedGBasi s(K) ; -- Cal cul a base de Groebner reduzida.
Set I ndentation;
PrintLn "Base de Groebner reduzida G ", G
-- Resposta
Base de Groebner reduzida G= |

-V,
-V o- oW,
+ VA2 + 2vw - vV + W2 - W]

c X<




Exenplo 2.1.12
Use R:=Q x,Yy,u,v,w, Lex;
K: =l deal (xy+y, u-x"2-y, v- X-y, W- X*3+xy”"2);
G =ReducedGBasi s(K) ; -- Cal cul a base G oebner reduzida.
| : =l deal (xy+y);
Fi=(x"2+y) *(x+y) - (X"3-xy"2);
Set | ndentation;
If IsIn(F, 1) Then
-- Se estiver bem definida calcula G oebner
PrintLn "Base de G oebner reduzida G ", G
El se
PrintLn "Aplicacao nao esta bem definida";

-- Resposta
Base de Groebner reduzida G= |

uv - w,
uw + v~A4 + 2vA3 - VvA2w - VW - 2w,
VA5 + 2vM4 - vA3w - vA2w - 2vw + W2,
yw - 8y + 4u - v/A3 - 4vh2 + w,
X +y - v,
yh"2 - 3y + u - vrh2,
yv - 2y + u - v/2,
yu - 4y + u - v~2,
ur2 - 2u + vA3 + 2vh2 - vw - W]

Exenplo 2.2.4

Use R : = xy], Lex;

J: =l deal (x"2-5, xy+x"2-2x-1);

G =ReducedGBasi s(J);

Set I ndentation;

PrintLn "Base de Groebner reduzida G=", G

-- Resposta

Base de Groebner reduzida G

X + 5/4y - 5/2,
yr2 - 4y + 4/ 5]

Exenplo 2.2.6

Use R :=Q x[1..2]y], Lex;

J:=ldeal (x[1]72-3,x[2]"2-5,y-x[1] +x[2]);

G =ReducedGBasi s(J);

Set I ndentation;

PrintLn "Base de Groebner reduzida G=", G

-- Resposta

Base de Groebner reduzida G|

x[2] - 1/4y~3 + 9/2y,
yr4 - 16y"2 + 4,
x[1] - 1/4y”"3 + 7/2y]




Exenplo 2.2.7

Use R :=Q x[1..2]y], Lex;

J:=ldeal (x[1]74-3,x[2]"2+1, x[1]y-(x[ 1] +x[2]));
G =ReducedGBasi s(J);

Set Indentation;

PrintLn "Base de G oebner reduzida G", G

Jli nha: =l deal (x[ 1] *4-3, x[ 2] *2+x[ 1] *2, x[ 1] "2y- (x[ 1] *2+x[ 2]));
d i nha: =ReducedGBasi s(Jl i nha);
PrintLn "Base de Groebner reduzida G inha=",dinha;
-- Resposta
Base de Groebner reduzida
G=[ x[2] "2 + 1,
yrd - 4y"3 + 6y"2 - 4y + 2/3,
X[1] - 3x[2]y"3 + 9x[2]y"2 - 9x[2]y + 3x[2]]
Base de G oebner reduzida dinha=[
x[2] + 3y”3 - 9y"2 + 9y - 3,
yrd - 4y"3 + 6y"2 - 4y + 2/ 3,
x[1] "2 + 3y*2 - 6y + 3]

Exemplo 2.3.3

Use R:=Q x[1..2]y[1..3]], Lex;

K:=ldeal (y[1]-x[1]72,y[2]-x[1]x[2]"2,y[3]-x[1]"2x[2]);

G =ReducedGBasi s(K) ; -- Cal cul a base G oebner reduzida.

R =NF( x[ 1] ~8x[ 2] "6, G) ; -- Reducédo por G

Set | ndentation;

PrintLn "Base de G oebner reduzida G ", G

PrintLn "R= ", R," ;onde R e reduzido comrespeito a §";

-- Resposta

Base de Groebner reduzida G= |

x[1]72 - y[1],
x[1]x[2] "2 - y[2],
x[2]y[1] - y[3],
x[1]x[2]y[3] - y[1ly[2],
x[1]y[3]"2 - y[1]"2y[2],
x[2]y[3]"3 - y[1] "2y[2]"2,
x[2]~2y[3] "2 - y[1]y[2]"2,
x[1]y[2] - x[2]y[3],
x[2]~3y[3] - y[2]"2,
y[1]1"3y[2] "2 - y[3]"4]

R= y[1]y[2]"2y[3]"2 ;onde R e reduzido comrespeito a QG




Exemplo 2.3.6

Use R:=Q x[1..2]w[1..4]], Lex;

<<'reducao. coc';

K: =l deal (y[ 1] -x[ 1] 73x[ 2] "4, y[2]-x[2] "3w*2, y[ 3] - x[ 1] "4w 2, y[ 4] -

x[2]"2wr2, x[ 1] x[ 2] w 1) ;

G =ReducedGBasi s(K); -- Cal cul a base G oebner reduzida.

Set | ndentation;

PrintLn "Base de G oebner reduzida G ", G

Reducao( x[ 1] 4x[ 2] "2, Q) ;

- Resposta

Base de Groebner reduzida G= |

y[1]~2y[ 3] ~4y[4]~7 - 1,
w - y[1]y[2]y[3]"3y[4] "4,
y[1]~2y[ 3] *2y[ 4] "9 - y[ 2] "4,
y[1]"2y[3]y[4]*10 - y[2]"6
y[1]~2y[ 4] ~11 - y[2]"8
y[1]~2y[ 3] *3y[4] "8 - y[2] "2
y[2]~2y[3] - y[4],
x[1] - y[1]y[3]"2y[4]"3
x[2] - y[1]"2y[2]y[3]"4y[4]"6]

x[1]"3x[ 2] ~2y[ 1] y[ 3] ~2y[ 4] "3
x[ 1] ~2x[ 2] ~2y[ 1] ~2y[ 3] ~4y[ 4] "6
x[ 1] x[ 2] ~2y[ 1] ~3y[ 3] ~6y[ 4] "9
x[ 1] x[ 2] ~2y[ 1] y[ 3] ~2y[ 4] *2
x[2]~2y[ 1] ~2y[ 3] ~4y[ 4] "5
x[2]y[ 1] ~4y[ 2] y[ 3] ~8y[ 4] "11
x[2]y[ 1] ~2y[ 2] y[ 3] ~4y[ 4] "4

y[ 1] ~4y[ 2] ~2y[ 3] ~8y[ 4] 10

y[ 1] ~2y[ 2] ~2y[ 3] ~4y[ 4] ~3

y[ 1] ~2y[ 3] *3y[ 4] "4

reduzi do por 8)
reduzi do por 8)
reduzi do por 8)
reduzi do por 1)
reduzi do por  8)
reduzi do por 9)
reduzi do por 1)
reduzi do por 9)
reduzi do por 1)
reduzi do por 7)

JSUR LR I O U DR D O I O

Resto = y[1]~2y[3]"3y[4] "4

A(1)= x[1]x[2]~2y[ 1] y[ 3] "2y[ 4] "2 + x[2]y[1] ~2y[2]y[ 3] "4y[4] "4 +
y[1]~2y[2] ~2y[ 3] ~4y[ 4] "3

A(2)=0

A(3)=0

A(4)=0

A(5) =0

A(6) =0

A(7)=y[1] ~2y[ 3] "3y[ 4] "3

A(8)=x[ 1] 73x[ 2] "2 + x[1]"2x[2]~2y[ 1] y[3]"2y[4] "3 +
x[ 1] x[ 2] *2y[ 1] ~2y[ 3] “4y[ 4] "6 + x[2] "2y[1] y[ 3] "2y[ 4] "2

A(9) =x[2] y[1]"2y[ 3] "4y[4] "5 + y[1]"2y[2]y[3]"4y[4] "4

Exemplo 2.3.9

O dem =wmnt[[1,0,0,0,0,0,0],[O,1,0,0,0,0,0],[0O,0,1,0,0,0,0],[0,0,0,1, 10
, 100, 1000],[0,0,0,12,0,0,0],[0O,0,0,0,1,0,0],[0,0,0,0,0,1,0]1;

Use R:=Q x[1..2]w[1..4]],Od(Odem;

K: =l deal (y[ 1] -x[ 1] "3x[ 2] "4, y[2]-x[2] "3w*2, y[ 3] - x[ 1] "4w 2, y[ 4] -

x[2] 2w 2, x[ 1] x[ 2] w- 1) ;

G =ReducedGBasi s(K); -- Cal cul a base Groebner reduzida
Set Indentation;

R =NF(x[ 1] *4x[ 2] "2, Q) ;

PrintLn " Base de G oebner reduzida G ", G

PrintLn " Solucao de custo m ni o, dada por =", R,




Exenpl o 2.3.9 (continuacéo)
--Resposta
Base de Groebner reduzida G[ w - y[1l]y[2]79y[3]"7,
y[ 1] ~2y[ 2] ~"14y[ 3] ~11 - 1,
y[4] - y[2]"2y[3],
x[1] - y[1]y[2]"6y[3]"5,
x[2] - y[1]"2y[2]"13y[3]"10]

Sol ucao de custo mni o, dada por y[1]”2y[2]"8y[3]"7.

Al goritno Divi sédo/ Reducéo
Define Reducao(F, G

A =G --di nensiona para o nesno tananho de G

For C.=1 To Len(Q Do

Al C] : =0;
End;
R =0;
H: =F;
S:=Len(Q);

Whi | e H<>0 Do;
I :=1;
Di vi si on: =FALSE;
VWi le (1<=S AND Di vi si on=FALSE) Do
[f (LT(H) Isln Ideal (LT(J1]))) Then

A[l]1:A[l]+((LC(H)*LT(H))/(LC(G[:4]I)_LLT(G[|])));

((LO(H*LT(H) /(LG 1) *LT(F 11))*(F 11));
Di vi si on: =TRUE;

PrintLn "reduzido por (", 1,") a
" HR;
El se
| =l +1;
End;
End;
I f Divisi on=FALSE Then
R =R+LC(H) *LT(H) ;
H: =H-LC(H) *LT(H) ;
End;
End;
Pri nt NewlLi ne,' Resto="', R
For C.=1 To Len(GQ Do
Print NewLine, "A(',C')=",AC;
End;
End;

Cal cul a S-polindn os

Define S Polinomo(F, G;
Mc: =LCM LT(F), LT(Q);
Spol : =Mc*F/ (LC(F) *LT(F))-Mrt*d (LC(G *LT(Q));
Ret urn Spol ;
End;
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Al goritno de Buchberger

Define Base_Groebner (F);

<<' spol . coc';
G =F;
dinha:=[]; -- Inicializa com nul o.
VWi |l e G>G i nha Do;

d i nha: =G

For Cont:=1 To Len(dinha) Do;

For Cont0:=Cont To Len(dinha) Do;

S: =NF((S_Pol i nom o(d i nha[ Cont], d i nha[ Cont0])), d i nha);
| f S<>0 Then (Append(G S)); End;

End;
End;
End;
Set | ndentation; -- Para nel hor vizualizacao
PrintLn "G oeber: G =" ,G
End;
Exenpl o

<<' buch. coc';
Use R :=Q xy], DeglLex;

L: =x"3- 2xy,;
M =x"2y- 2y 2+X;
F:=[L,M;

Base_ Groebner (F);
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