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INTRODUCAO

Existem muitos resultados, propriedades e aplicacoes que provam que os ideais
primos de anéis comutativos sao objetos muito importantes na Algebra Comu-
tativa e na Geometria Algébrica. Como seria entao previsivel, eles também
desempenham um papel muito relevante na Teoria de Anéis nao comutativos.
Nos ultimos 20 anos, muita literatura tem sido dedicada a este tema.

A partir da década de 80, interessei-me pelo assunto e escrevi alguns trabalhos
de pesquisa sobre o tema. Em particular, o estudo dos ideais primos em extensoes
centralizantes de anéis, proporcionou um método para estudar extensées nao
necessariamente finitamente geradas. Pretendo dedicar estas notas a exposicao
do método e principais resultados desta série de trabalhos.

Farei justica a historia salientando que meu interesse por um dos problemas
que motivaram meus trabalhos veio de uma pergunta feita pela minha colega e
amiga Ada Maria de Souza Doering. Ela perguntou se um resultado bem con-
hecido em anéis comutativos era também verdadeiro em anéis nao comutativos.
A resposta nao era conhecida e levou-me a escrever [F3], o primeiro artigo da
série que estou mencionando.

Como penso que existe muita coisa para ser feita a partir dos trabalhos por
mim desenvolvidos, aceitei o desafio de escrever estas notas e proferir um mini-
curso na Escola de Algebra, com a esperanca de que algumas pessoas se inter-
essem pelo assunto e possam fazer novas contribuicoes.

Trabalharemos aqui sempre com anéis nao necessariamente comutativos e que
possuem unidade. Ideais de anéis sao sempre ideais bilaterias, salvo que algo seja
dito em contrario. Se I é um ideal de R, indicamos isto por I <t R. As notacoes
C e D indicam contencoes estritas.

O primeiro capitulo contém resultados prévios, que sao necessarios para o
que segue. O segundo contém os resultados principais.

Para terminar esta introducao, desejo agradecer a colaboracao de Alvino
Alves Sant’Ana, Alveri Alves Sant’Ana e Luisa Superina de Ferrero, minha es-
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posa, pela ajuda no trabalho de revisao e correcao do manuscrito, que muito
ajudaram a melhorar. Finalmente, e muito especialmente, desejo agradecer a
Valéria Fernandes Ritter pelo esforco e dedicacao manifestados na ardua tarefa
de digitacao do manuscrito.
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CAPITULO I - PRE-REQUISITOS

§1. IDEAIS PRIMOS

Neste pardgrafo, R denota um anel (com unidade) qualquer.

Se R é comutativo, um ideal P de R é dito um ideal primo se para cada par
de elementos a e b de R temos que ab € P implicaa € P ou b € P.

Os ideais primos de anéis comutativos sao estudados em qualquer curso de
Algebra Comutativa, onde desempenham um papel importante em varios as-
suntos; por exemplo, no estudo da estrutura do proprio anel e na geometria
algébrica.

Neste paragrafo, estudamos a generalizacao deste conceito aos anéis nao co-
mutativos.

Seja, entao, R um anel nao necessariamente comutativo. A mais usual e
conveniente generalizacao do conceito definido acima é dada a seguir.

Definicao 1.1. Um ideal P de R é dito um ideal primo de R se para ideais
A e B de R temos que AB C P implica A C P ou B C P.

E facil verificar que a definicao dada coincide com a anterior, no caso em que
R é um anel comutativo (Ex. 1).

E bom observar que algumas vezes convém restringir-se a ideais A e B que
contéem P. A definicao que corresponde a este caso resulta ser equivalente a an-
terior. O mesmo acontece se A e B sao ideais unilaterais. A seguinte proposicao
estabelece as equivaléncias mais usuais.

Proposigao 1.2. Seja P um ideal de R. As seguintes condicoes sao equiva-
lentes:

(i) P é um ideal primo de R.

(ii) Se A e B sao ideais de R taisque A D P, BD Pe AB C P,entao A =P
ou B=P.

(iii) Se I e L sao ideais a direita (ou a esquerda) de R tais que IL C P, entao
ICPoulLCP.

(iv) Sea, b€ Re aRb C P, entdao a € Poub € P.

Demonstragdo. A equivaléncia entre (i) e (ii) é facil de obter (Ex. 2).

(i)—(iii). Se I e L sao ideais a direita tais que IL C P, entao (RI)(RL)
C R(IL) C RP C P. Logo, como RI e RL sao ideais bilaterais, a relacao
anterior implica RI C P ou RL C P. Mas, sendo que R possui unidade, segue
que I C RI e L C RL. Conseqiientemente, I C P ou L. C P.

(iii)—(iv). Se aRb C P, entao aRbR C P. Logo, aR C P ou bR C P e
segue que a € Poube P.




(iv)—>(i). Sejam A e B ideais de R tais que AB C P. Se A € P, existe
a € A\ P. Logo, para cada b € B temos que aRb C AB C P e assim b € P.
Conseqiientemente, B C P e a prova esta completa. O

Um anel R é dito primo se (0) é um ideal primo de R. Usando a corre-
spondéncia biunivoca entre ideais de R que contém um ideal P e ideais de R/P,
segue facilmente que P é um ideal primo de R se, e somente se, R/P é um anel
primo (Ex. 3). Também, pelo Exercicio 1, um anel comutativo é um anel primo
se, e somente se, ¢ um dominio de integridade.

Da Proposicao 1.2 segue o seguinte Corolario evidente

Corolario 1.3. As seguintes condicoes sao equivalentes:

(i) R é um anel primo.

(i) Se I e L sao ideais a direita (ou a esquerda) de R tais que IL = 0, entao
I=0o0ulL=0.

(iii) Se a, b € R e aRb =0, entdao a = 0 ou b = 0.

Exercicios:

1) Provar que se R é um anel comutativo e P é um ideal de R, entao P é um
ideal primo no sentido definido aqui se, e somente se, ele é um ideal primo no
sentido usual para anéis comutativos. Concluir que um anel comutativo é primo
se, e somente se, ¢ um dominio.

2) Provar que as condigoes (i) e (ii) da Proposicao 1.2 sao equivalentes (uma
parte é evidente e para a outra trocar A e B por (A+ P) e (B + P)).

3) Provar que P é um ideal primo de R se, e somente se, R/P é um anel
primo.

4) Um ideal N de um anel R é dito semi-primo se N é uma interseccao de
ideais primos. Provar que se N é semi-primo, entao para a € R, aRa C N

implica a € N.

§2. ALGUNS TIPOS DE IDEAIS PRIMOS

Se considerarmos a definicao de ideais primos dada para anéis comutativos,
poderiamos dar uma outra definicao, como segue:

Definicao 2.1. Um ideal P de R é dito completamente primo se para a,
b € R temos que ab € P implicaa € Pou b € P.




Um anel qualquer (nao necessariamente comutativo) é chamado um dominio
se (0) é um ideal completamente primo, i. e, se ab = 0 implica a = 0 ou b = 0.
E claro, entao, que P é um ideal completamente primo de R se, e somente se,
R/P é um dominio.

Se P é um ideal completamente primo de R, entao P é primo. De fato, se
ABC P,para AARe BAQR,ese AZ P, tomemos a € A\ P eb¢& B. Segue
que ab € AB C P e, conseqlientemente, b € P. Assim, B C P.

A reciproca do fato anterior nao é verdadeira. Para ver isso, é suficiente
tomar R = M, (K), o anel das matrizes quadradas de ordem n > 2 sobre um
corpo K. E conhecido que M, (K) é um anel simples, i. e., ndo possui ideais
bilaterais préprios (ver [Mc], Th. 2.24). Portanto, se A e B sao ideais ndo nulos
de R segue que A= B = R e assim AB = R?> = R # 0 (pois R possui unidade).
Entao o ideal (0) de R é um ideal primo. Além disso, (0) ndo é completamente
primo pois R nao ¢ um dominio, como ¢ bem conhecido.

Na verdade, os ideais completamente primos sao bastante escassos, em geral,
e esta é uma das razoes pelas quais a definicao dada no paragrafo anterior é mais
apropriada.

Existem outras duas classes intermediarias de ideais primos entre as duas
definidas até aqui, que veremos a seguir.

Dado um subconjunto F' de R, o anulador a direita de F' é definido por
An,(F)={a € R: Fa=0}. Se x € R, o anulador a direita de z é simplesmente
denotado por An,(z) em lugar de An,({z}).

Um subconjunto finito F' de R é chamado um isolador (& direita) de R se
An.(F) =0,1i. e., se Fa =0, a € R, implica a = 0.

Definigao 2.2. Um anel R é dito fortemente primo (a direita) se todo ideal
nao nulo de R contém um isolador.

Defini¢cao 2.3. Um ideal P de R é dito fortemente primo (& direita) se R/ P
¢ um anel fortemente primo.

O Lema a seguir caracteriza um ideal fortemente primo.

Lema 2.4. Seja P um ideal de R. As seguintes condicoes sao equivalentes

(i) P é um ideal fortemente primo.

(ii) Para todo ideal I O P existe um subconjunto finito F' C I tal que F'a C P,
a € R, implica a € P.

Demonstracao. E suficiente passar a R/P e utilizar a correspondéncia
biunivoca entre os ideais de R que contém P e os ideais de R/P. a

Trocando I por (I + P) pode-se provar que a condigao (ii) pode ser dada



também para ideais I ¢ P em lugar de ideais que contém P propriamente (Ex.
2).

E conveniente observar também que um conjunto finito F' que satisfaz a
condi¢ao dada em (ii) do Lema 2.4 é chamado um isolador médulo P.

A relacao do ultimo conceito com os anteriores é dada na seguinte

Proposigao 2.5. (i) Todo ideal fortemente primo é primo.
(ii) Todo ideal completamente primo é fortemente primo.

Demonstragao. Basta provar a proposicao para o ideal (0).

(i) Suponha que R ¢ fortemente primo. Se AB = 0, onde A e B sio ideais de
R com A # 0, existe um isolador F' C A. Logo, B C An,(F) = 0.

(ii) Suponhamos que R é um dominio. Se I é um ideal nao nulo de R, tome
qualquer 0 # a € I. Por hipdtese, An,(a) = 0 e assim {a} é um isolador.
O

Um ideal a direita H de R é dito essencial se para todo ideal a direita nao
nulo I de R temos que I N H # (0).
Por exemplo, se R é um anel primo, todo ideal nao nulo H é um ideal essencial

como ideal a direita. De fato, se I é um ideal a direita nao nulo temos que
(0)#IH CINH.

Definigao 2.6. O ideal singular (a direita) Z(R) de R é definido como o
conjunto dos elementos a € R tais que An,(a) é um ideal essencial.

A prova da seguinte proposicao pode ser encontrada em ([G], pag. 30).

Proposigao 2.7. Z(R) é um ideal de R.

Um anel R é dito nao singular (a direita) se Z(R) = 0. Para nds, o que
interessa ¢ a seguinte

Defini¢ao 2.8. Um ideal primo P de R é dito nao singular se R/P é um
anel nao singular, i. e., Z(R/P) = 0.

E claro que todo ideal primo nao singular é primo. Temos também a seguinte

Proposicao 2.9. Todo ideal fortemente primo é primo nao singular.

Demonstragao. Seja R um anel fortemente primo e suponhamos que Z(R) #
0. Entao existe um conjunto finito F' = {ay, as....,a,} € Z(R) tal que An,(F) =
0. Mas, para cada i, An,(a;) é essencial e por inducao segue facilmente que




1 Ang(a;) # (0). Esta é uma contradigao, pois N}, An,(a;) = An,(F). A
contradi¢ao prova que Z(R) = 0.
O caso geral, para um ideal arbitrario P, se obtém passando a R/P. O

Denotamos por P(R) (resp. Z(R), S(R), C(R)) a classe de todos os ideais
primos (resp. primos nao singulares, fortemente primos, completamente primos)
de R. Como conclusao dos resultados anteriores temos as seguintes inclusoes:

P(R) 2 Z(R) 2 S(R) 2 C(R).

Exemplos podem ser dados para provar que as inclusoes sao todas estritas,
mas nao entraremos em detalhes a este respeito.

Existem outras classes de ideais primos que sao muito importantes.

Como é conhecido, um ideal proprio M de R é dito maximal se para todo
ideal I tal que M C I temos que I = M ou I = R. E facil verificar que todo
ideal maximal é primo. Mais ainda, todo ideal maximal é fortemente primo. De
fato, se M é maximal e [ é um ideal tal que I D M, temos que I = R e assim
{1} é um isolador médulo M contido em I.

Conseqiientemente, a classe M(R) de todos os ideais maximais de R é uma
classe de ideais fortemente primos, i. e., S(R) 2 M(R). Esta classe também
serve para provar de maneira elementar que todo anel possui ideais primos.
Provavelmente, o leitor conhece a seguinte.

Proposicao 2.10. Para todo ideal proprio H de R existe um ideal maximal
M tal que H C M. Em particular, todo anel possui ideais maximais.

Demonstracao. Considere a familia Z de todos os ideais [ tais que H C

I ¢ R. E claro que Z é nao vazia e é facil verificar que o Lema de Zorn se
aplica. De fato, se Iy C Iy C ... ¢ uma cadeia em Z, U; I; € Z, pois 1 € U, I;.
Logo, um elemento maximal M de Z é o ideal maximal procurado. Deix-
amos para o leitor completar os detalhes faltantes da demonstracao (Ex. 4).
|

Dado um ideal a direita L de R definimos (R : L) por
(R:L)y={x€ R: Rz C L}.

E facil verificar que (R : L) é o maior ideal bilateral contido em L (Ex. 5).

Um ideal maximal a direita é definido de forma andloga a um ideal maximal,
considerando ideais a direita em lugar de ideais. A seguinte definicao é muito
importante.

Defini¢cao 2.11. Um ideal P de R é dito primitivo (& direita) se existir um
ideal maximal a direita L de R tal que (R: L) = P.
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Um anel R é dito primitivo (a direita) se (0) é um ideal primitivo, i.e., para
algum ideal maximal & direita L temos que (R : L) = 0. Os anéis primitivos
sao muito importantes, pois para eles se conhecem teoremas de estrutura muito
uteis, mas nao entraremos em detalhes nestes aspectos.

E claro que P é um ideal primitivo de R se, e somente se, R/P é um anel
primitivo. Um anel comutativo é primitivo se, e somente se, € um corpo. Um
anel simples é primitivo e, portanto, todo ideal maximal é primitivo. Todas as
afirmagoes anteriores sao faceis de verificar (Ex. 6).

Vamos definir ainda outra classe de ideais primos, antes de provar que efeti-
vamente os primitivos o sao.

Um ideal I de R é dito um nil ideal se cada x € I é um elemento nilpotente,
i. e., existe n > 0 tal que 2" = 0.

Definigao 2.12. Um ideal primo P é dito nil semi-simples se o anel R/P
nao possui nil ideais.

A relacao deste conceito com o anterior é dado por

Proposigao 2.13. Todo ideal primitivo é primo nil semi-simples.

Demonstracao. Como ja fizemos outras vezes é suficiente analisar o ideal
(0). Suponhamos que R seja um anel primitivo. Logo, existe um ideal maximal
a direita L com (R : L) = 0. Se A e B sao ideais de R tais que AB=0e A # 0,
entdio A € L. Logo, A+ L = R e existem a € A, x € L tais que a +x = 1.
Assim, para cada b € B, b = ab+ xzb = xb € L. Conseqiientemente, B C L e
como (R : L) =0 segue que B =0. Assim R é primo.

Seja agora I um nil ideal de R. Se I # 0, entao I € L. Logo, I + L =R e
existem ¢ € I, y € L tais que ¢+ y = 1. Portanto, y = 1 — ¢ é inversivel em R,
ja que ¢ é nilpotente (Ex. 7). Segue que L = R, absurdo. Assim R nao possui
nil ideais. a

Se indicamos por p(R) a classe dos ideais primitivos e por N'(R) a classe dos
ideais primos nil semi-simples, temos entao que M(R) C p(R) C N(R) C P(R).
Como no caso tratado anteriormente, as inclusoes sao todas estritas.

Observacao 2.14. Existe ainda uma classe bastante utilizada: a classe dos
ideais primos localmente nilpotentes semi-simples, mas nao vamos definir esta
classe nestas notas.

Exercicios.

1) Completar a prova do Lema 2.4.



2) Provar que um ideal P de R é completamente primo se para todo ideal [
de R tal que I € P existe um subconjunto finito F' C [ tal que Fa C P, a € R,
implica a € P.

3) Provar que a intersec¢ao de um nimero finito de ideais a direita essenciais
¢ também essencial.

4) Completar a prova da Proposicao 2.10.

5) Provar que se L é um ideal a direita de R, entao (R : L) é o maior ideal
bilateral contido em L.

6) i) Provar que um anel comutativo é primitivo se, e somente se, é um corpo.

ii) Provar que todo anel simples é primitivo e concluir que todo ideal maximal
é primitivo.

7) Seja ¢ € R nilpotente. Mostre que 1 — ¢ é inversivel em R.

§3. RADICAIS DE ANEIS

Neste paragrafo nao pretendemos estudar radicais de anéis em detalhes.
Nosso proposito é dar apenas algumas nocoes que vao justificar a importancia
do estudo dos ideais primos de um anel. Por esta razao omitiremos as provas de
muitas das afirmacoes que fazeremos. O leitor interessado pode encontra-las na
bibliografia citada ao final destas notas.

Quando se estuda a estrutura de um anel R algumas vezes é conveniente
cancelar certos elementos do mesmo, cujo comportamento nao é muito desejavel.
Isto se consegue agrupando tais elementos dentro de um ideal a(R) de R e
estudando o anel R/a(R), cuidando para definir a(R) de modo que a(R/a(R)) =
(0). Este ideal a(R) vai ser chamado, entdo, de um radical de R.

Por exemplo, se R é um anel comutativo e Nil(R) denota o conjunto de
todos os elementos nilpotentes de R, temos que Nil(R) é um ideal de R e
Nil(R/Nil(R)) = (0). Assim, Nil(R) é um radical de R chamado o nil radi-
cal de R. Visto que o anel R/Nil(R) nao possui elementos nilpotentes, é mais
facil estuda-lo do que estudar o anel R. A informagao obtida para R/Nil(R),
podera fornecer informacao sobre R, utilizando técnicas que permitam “levantar”
essas informacoes.

Acontece que praticamente todos os radicais mais populares de um anel R sao
interseccoes de certos tipos de ideais primos. Esta é uma razao muito poderosa,
que justifica a importancia do estudo dos ideais primos. Vejamos alguns exemp-
los, comecando pelos radicais mais importantes.

O radical primo S(R) de R, chamado também nil radical inferior, é a inter-



seccao de todos os ideais primos de R. Podemos caracterizar 5(R) como veremos
a seguir (Corol. 3.2).

Um ideal I de R é dito nilpotente se existir n > 1 tal que I™ = 0. Por
outro lado, um ideal L de R é dito semi-primo se satisfizer a seguinte condi¢ao:
aRa C L, a € R, implica a € L. Dizemos que R é semi-primo se o ideal (0) é
semi-primo.

Lema 3.1. As seguintes condicoes sao equivalentes
(i) L é um ideal semi-primo de R.

(ii) R/L nao possui ideais nilpotentes nao triviais.
(iii) L é uma interseccao de ideais primos.

Demonstragao. Passando a R/L podemos supor que L = 0.

(i)—(ii) Suponhamos que R é semi-primo e seja I um ideal nilpotente nao
nulo. Assim, existe um inteiro n > 2 tal que I" = 0 e I"! # 0. Tomando
H = I""" temos que H # 0 e H?> = 0. Seja 0 # a € H. Entdo aRa C H? = 0,
donde a = 0, uma contradicao. Portanto, R nao possui ideais nilpotentes nao
triviais.

(il)— (i) Se aRa = 0, entao (RaR)?> = RaRaR = 0. Por hipétese RaR = 0
e segue que a = 0.

(i)—>(iii) Seja H = er Py, onde {P; : i € I'} é a familia de todos os ideais
primos de R. Se H = 0 a prova desta implicacao estd completa. Suponhamos,
entao, que H # 0 e tomemos 0 # a € H. Por hipétese, existe r; € R tal que
ay = agriag # 0, onde ag = a. Entao, existe ro € R tal que ay = ajraa; # 0.
Por induc¢ao, construimos uma seqiiéncia S = {ag, a1, as, ...} tal que, para cada
1, existe r; € R com a; = a;_11;0,_1 # 0. Seja P um ideal de R, maximal com
respeito a propriedade PN S = (). Assim, a € P e a prova estard completa se
provarmos que P é primo.

De fato, se A e B sao ideais de R tais que A D P e B D P temos que, pela
maximalidade de P, existem 7 e j com a; € A e a; € B. Suponha que ¢ > j.
Entao, aij11 = aiTi410; = ;7410 1730;—1 = ;Tiy1...a; € AB. Como PN S = 0e
air1 € AB segue que AB D P e, conseqiientemente, P é primo, pela Proposicao
2.1, (ii).

(iii)— (i) E facil, e fica como exercicio (§1, Ex. 4). O

O seguinte coroldrio dd uma caracterizacao de f(R).

Coroldrio 3.2. O radical primo 3(R) é o menor ideal semi-primo de R.

Demonstracao. Pela proposicao anterior todo ideal semi-primo é uma in-
terseccao de ideais primos. Entao, o coroldrio segue do fato de que f(R) é a
interseccao de todos os ideais primos de R. O




Corolirio 3.3. 5(R/5(R)) = (0).

Demonstragao. Seja P um ideal de R contendo 3(R). Como

(R/B(R))/(P/5(R)) ~ R/P,

segue que P é um ideal primo de R se, e somente se, P/S(R) é um ideal primo
de R/B(R). Conseqiientemente 5(R/B(R)) = 0. O

Se um anel é comutativo, a interseccao de todos os ideais maximais de R é
chamado o radical de Jacobson de R. Para um anel arbitrario, a interseccao de
todos os ideais maximais nao parece ser um conceito tao importante. Em seu
lugar definimos:

O radical de Jacobson J(R) de R é a interseccao de todos os ideais primitivos
de R. Pela definigao de ideal primitivo, J(R) é também igual a interseccao dos
ideais maximais a direita de R.

O radical de Jacobson é sem divida o mais importante dos radicais de um
anel, existindo vérias caracterizacoes titeis para ele. Queremos mencionar aqui
somente a seguinte

Proposicao 3.4. (i) O radical de Jacobson de R é o conjunto de todos os
r € R tais que 1 — xy é inversivel a direita, para todo y € R.

(ii) O radical J(R) é o maior ideal L de R tal que paracadaz € L, 1 —x é
inversivel em R.

O mesmo argumento do Coroldrio 3.3 prova a seguinte

Proposicao 3.5. J(R/J(R)) = 0.

O nil radical superior Nil(R) de R é a interseccao de todos os ideais primos
nil semi-simples de R.

A prova das seguintes afirmacoes serd omitida aqui. O nil radical superior
coincide com a soma de todos os nil ideais de R. Segue que Nil(R) é o maior nil
ideal de R e dai resulta que Nil(R/Nil(R)) = 0.

Mencionamos antes que todos os radicais mais populares de um anel sao
interseccoes de ideais primos. Considerando as classes definidas no paragrafo
anterior obtemos os seguintes radicais.

O nil radical generalizado N,(R) de R é definido como a intersec¢ao de todos
os ideais completamente primos de R.

O radical fortemente primo s(R) de R ¢ igual a intersec¢ao de todos os ideais
fortemente primos de R.

O radical singular z(R) de R pode ser definido como a interseccao de todos
os ideais primos nao singulares de R.
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Considerando os resultados do pardgrafo anterior temos que S(R) C z(R) C
S(R) € Ny(R).

Outra razao para que a definicao de ideal primo em anéis nao comutativos
seja aquela dada no paragrafo 1 e nao a de ideais completamente primos, é que,
com esta ultima defini¢do o radical que se obtém (i. e., N,(R)) é muito grande
e, portanto, nao é muito util.

A interseccao de todos os ideais maximais de R é chamado o radical de
Brown-McCoy de R e denotado por G(R).

Os resultados do §2 provam, também, que S(R) C Nil(R) C J(R) C G(R).

Finalmente, se R é um anel comutativo, entao é facil ver que 5(R) = Nil(R) =
2(R) = s(R) = Ny(R) e que J(R) = G(R).

Exercicios:

1) Provar que se I e L sao nil ideais de R, entao I + L é um nil ideal de R
(usar (I + L)/I ~ L/I N L). Deduzir que a soma de todos os nil ideais de R é
um nil ideal maximo.

2) Generalizar o argumento do Corolario 3.3 para mostrar que se I é um ideal
de Re I C B(R), entao B(R/I) = B(R)/I.

3) Generalizar o exercicio anterior para outros radicais. Mostrar que a(R/a(R)) =
0 para o = 2, s, Ny, J, Nil, G.

4) Suponha que R é comutativo. Mostre que:

i) Todo ideal primo é completamente primo.

ii) Todo ideal primo é nil semi-simples.

iii) Todo ideal primitivo ¢ maximal.

iv) Concluir que para este caso, f(R) = Nil(R) = z(R) = s(R) = Ny(R) e
que J(R) = G(R).

§4. O ANEL DE QUOCIENTES DE MARTINDALE DE UM
ANEL PRIMO

Se D é um dominio de integridade comutativo, é conhecido que existe um
corpo F' que contém D, chamado o corpo de fracoes de D, tal que para cada
x € F existe um elemento a € D com za € D. A existéncia do corpo de fragoes
de D é um fato extremamente importante e util para muitos assuntos.

Podemos dar um exemplo relacionado com ideais primos. Se P é um ideal
primo nao nulo de D[X] com PN D = 0, existe um tnico ideal primo P* de
F[X] tal que P*N D[X] = P (ver [K], Th. 36). A correspondéncia P <> P* ¢
uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos ideais primos P de D[X] tal
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que PN D =0 e o conjunto dos ideais primos de F[X]. Como os ideais primos
de F[X] podem ser descritos via polinémios irredutiveis, obtemos desta maneira
uma descri¢ao dos ideais primos de D[X].

A construcao de F' a partir de D pode ser estendida aos anéis nao comuta-
tivos. Isto é o que queremos apresentar neste paragrafo. Vamos nos restringir,
para evitar complicacoes e porque é suficiente para nossos objetivos, ao anel de
quocientes (a direita) de Martindale de um anel primo R, definido pela primeira
vez por Martindale em [Mas]. Queremos destacar que existem construgoes mais
gerais, também para anéis nao necessariamente primos. O leitor interessado pode
consultar ([Mo;], Ch. 3, [L], Sect. 4.3).

Antes de comecarmos com a construcao note que, se D é um dominio comu-
tativo e F' é o corpo de fragoes de D, dado um elemento x = a/b € F, podemos
definir uma aplicacao de um ideal nao nulo de D em D, como segue. Seja
fz : bD — D dada por f,(bd) = zbd = ad, para todo d € D. Esta aplicagao é um
D-homomorfismo. Reciprocamente, se I é um ideal nao nulode De f: 1 — D
é um D-homomorfismo, entdo tomemos 0 # b € D. Assim, para a = f(b), a
aplicacao f restrita ao ideal bD verifica f(bd) = f(b)d = ad = (a/b)bd, i. e., f
estd definida como acima por x = a/b € F.

Seja R um ideal primo. Se I é um ideal de R, vamos dizer que uma aplicacao
f: I — Réum R-homomorfismo (a direita) se f é aditivae f(ar) = f(a)r, para
todo a € I, r € R. Vamos trabalhar no que segue com ideais nao nulos I de R e
R-homomorfismos f : I — R. O conjunto de todos os ideais nao nulos de R serd
denotado por Z. Note que, se I, J € Z,entao IJ €ZelNJ el

Denotamos por Q o conjunto de todos os pares (I, f),onde I € Ze f: ] — R
¢ um R-homomorfismo (& direita).

Em Q, definimos uma relacao de equivaléncia como segue: se (I, f), (J,g) €
@, dizemos que (I, f) é equivalente a (J, g) ((I, f) ~ (J, g)) se existir um ideal nao
nulo H C INJ talque f/H = g/H. Podemos verificar facilmente que esta relagao
¢ realmente uma relacao de equivaléncia e que pode ser definida de maneira
equivalente como segue: (I, f) ~ (J, g) se, e somente se, f/(IN.J)=g/(INJ).

Denotemos por () o conjunto quociente @/ ~ e por [I, f] a classe de equivaléncia
(I, f), onde (I, f) € Q. No que segue, dotaremos () de uma estrutura de anel de
modo que poderemos considerar R C Q.

Sejam [I, f], [J, g] dois elementos de ). Definimos a soma e o produto em
por:

) [ fl+[J,9)=[INJ, f+g],onde f+g:INJ— R édefinida de modo
natural: (f + g)(a) = f(a) + g(a), para todo a € I N J.

i) [1, f][J, 9] = [JI,fog], onde fog:JI — R é definida por (f o g)(a) =
f(g(a)) para todo a € JI (note que esta defini¢ao estd bem dada, pois g(JI) C I
e assim f(g(a)) € R).
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E facil verificar que estas operacoes estao bem definidas em Q).
A prova do seguinte teorema é simples, e deixemo-la como exercicio para o
leitor.

Teorema 4.1. (Q,+,-) é um anel com unidade.

O anel definido acima é denominado anel de quocientes (& direita) de Martin-
dale de R. Com uma construcao semelhante podemos definir o anel de quocientes
a esquerda.

Vejamos como R pode ser mergulhado em (). Se a € R, denotamos por g,
a multiplicagao a esquerda por a (i. e., @, : R — R ¢é definida por ¢)(z) = ax,
para todo = € R). E claro que [R, ;] é um elemento de @, o qual denotaremos
apenas por q.

Teorema 4.2. A aplicacao ¢ : R — @ definida por ¢(a) = q;, para cada
a € R, ¢ um homomorfismo injetor de anéis.

Demonstracao. Como (a+b)zr = ax+ bz e (ab)x ~ a(bzx), para a, b, x € R,
é claro que ¥ é um homomorfismo de anéis. Como os anéis tém unidade, é
conveniente verificar também que 1(1g) = 1g. Mas isto é claro, pois 1; = idp =
1Q.

Se a; = 0, entao, pela definicao de relacao de equivaléncia dada, existe um
ideal nao nulo I de R, tal que ax = 0, para todo x € I. Ou seja, al = 0.
Definimos H = {b € R : bl = 0}. E claro que H é um ideal de R e que HI = 0.
Como R é primo, segue que H = 0 e, assim, a = 0. Logo, 1 é injetor. O

O teorema anterior permite identificar R com sua imagem 1 (R) em Q. Uti-
lizando esta identificacao, podemos supor R C () e, para a € R, escrever a; = a.
O seguinte lema é necessario no que segue.

Lema 4.3. Se q= 1[I, f] € Q e a € I, entao o produto ga em @ (i. e., qq;) é
igual a f(a).

Demonstragdo. Se x € R, temos que f o q;(z) estd bem definido e f o
a)(z) = f(ax) = f(a)z. Assim, as aplicagoes f o q; e (f(a)); sdo iguais em R.
Conseqiientemente, qa = [I, floa; = (f(a)); = f(a). O

A seguinte proposicao contém as propriedades mais importantes sobre o anel
(2, que precisaremos mais adiante.

Proposigao 4.4. i) R C @, via .
ii)Sel € Zef:1I — Réum R-homomorfismo (a direita), entao existe
q € Q, tal que f(a) = ga, para todo a € I.
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iii) Dados n elementos ¢y, ..., g, € @, existe um ideal I € 7 tal que ¢;I C R,
parat=1,2,...,n.

iv)Seqe QeI €Tétalqueql =0o0ulg=0,entao q=0.

v) Todo anel intermedidrio 7' (anel com R C T C @) é também primo. Em
particular, () é primo.

Demonstragao. A parte i) ja foi provada acima. Para provar ii) basta tomar
g =[I, f]. Entao, ii) segue do Lema 4.3.

iii) Sejam ¢ = [I1, f1], ..os@n = [In, fn]- Pelo Lema 4.3, ¢;I; C R, para i =
1,...,m. Entao, tomando I = (., I; € I, temos que ¢;I C R para todo i =
1,...,n.

iv) Se ¢ =0 e q = [J,g], temos que para cada a € I NJ, g(a) = 0, pelo
Lema 4.3. Portanto, g/I N J = 0 e segue que ¢ = 0. Antes de provar a outra
parte, vejamos primeiro v).

v)Se0#qe€T,0+# peT,poriii) e iv) existe um ideal nao nulo I de R
tal que 0 # ¢l C Re 0 # pl C R. Tomemos a, b € I tal que ga # 0 e pb # 0.
Assim, como R é primo, gaRpb # 0. Mas ¢T'pb O qaRpb e, conseqiientemente,
qT'p # 0. Logo, T' é primo.

Para completar a prova, suponhamos que I'q = 0, onde I € Z. Entao, para
todo r € R, Irq C Iq = 0. Conseqiientemente, IRqg = 0. Seja H € T tal que
qgH C R. Segue que IRqH =0 e, como R é primo e [ # 0, ¢H = 0. Assim, pela
primeira parte de iv) obtemos ¢ = 0. A prova estd completa. O

Quando D é um dominio comutativo, o corpo de fragoes de D é um corpo.
No caso geral, existe um resultado correspondente muito importante e tutil, mas
nao diretamente para (), senao para seu centro. De fato, o anel () nao é um anel
nem sequer simples, como pode-se ver estudando alguns exemplos.

O centro de @, que denotamos por C, é definido como é usual por: C' = {c €
Q : cq = qe,Vq € Q}. O lema seguinte caracteriza os elementos de C'.

Lema 4.5. Seja ¢ = [I, f] € Q). As seguintes condigdes sao equivalentes
i)geC

ii) f é um homomorfismo bilateral. (f(za) = xf(a), paratodoa € I, x € R).
iii) qr = rq, para todo r € R.

Demonstracio. i)—siii) E imediato.

iii)—1ii) Seja a € I. Entdo ga = f(a) e para r € R temos que rf(a) = rqa =
qra = f(ra). Portanto, f é um homomorfismo também a esquerda.

ii)—i) Seja p = [J,g]. Entao, qp = [JI,fog] e pqg = [IJ, go f]. Seja
H=JINIJ#0,ea=ji€ Hcomje Jeic I Assim, fog(a)= f(g(ji)) =
f(9()i) = g(i)f (i) = g(jf(i)) = gof(ji) = gof(a). Segue que fog/H = gof/H,
donde gp = pq. Conseqiientemente, ¢ € C. O
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Teorema 4.6. C é um corpo.

Demonstracao. Seja ¢ € C' um elemento nao nulo. Vamos mostrar que
existe d € C, tal que c¢d = dc = 1.

Suponhamos que ¢ = [I, f]. Entdo, [ € Ze 0+# ¢l C R. E facil verificar que
J=cléumidealde Reassim.J €Z. Sev € [ e ci =0, segue que cQi = Qci =0
e sendo que () é primo, temos 7 = 0. Portanto, a aplicacao g : J — R definida
por g(ci) = i, para todo i € I, é uma aplicagao bem definida. E claro que ¢ é um
homomorfismo bilateral e, conseqiientemente, d = [J, g] € C' C Q. Além disso,
as aplicacoes f o g e go f sao as identidades sobre os correspondentes dominios.
Logo c¢d = dc = 1. a

O corpo C é denominado o centrdide extendido de R. O anel gerado por R e
C éigual a RC. Este subanel de () é particularmente importante, e é chamado
o fecho central de R. Podemos verificar que o seu centro é ainda C.

Note que o centro C(R) de R esté contido em C'. Portanto, C' contém o corpo
de fracoes de C'(R). Mas, em geral, este corpo de fracoes nao é igual a C'.

Exercicios:

1) Provar que a relacdo definida por: (I, f) ~ (J, g) se, e somente se, existir
0# H C JN.J é uma relagao de equivaléncia. Provar, ainda, que (I, f) ~ (., g)
se, e somente se, f/(INJ)=g/(IN.J).

2) Provar que a soma e o produto em () sao operacoes bem definidas.

3) Provar o Teorema 4.1. Especificar os elementos Op, 1z e —[I, f] para

(I,f) € Q.

4) Seja c € C e I € T, tal que ¢cI C R. Provar que ¢/ é um ideal de R e
que a aplicacao ¢I — R dada por c¢i + i, para cada ¢ € I, é um homomorfismo
bilateral.

5) Seja R um anel simples. Provar que o anel de quocientes de Martindale
de R é igual a R.

6) Provar que, se R é um dominio de integridade comutativo, entao o corpo
de fracoes de R é igual ao anel de quocientes de Martindale de R.

§5. EXTENSOES CENTRALIZANTES

Neste paragrafo vamos apresentar as extensoes centralizantes de anéis, que
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serao objeto de estudo no capitulo I, e dar varios exemplos.

Dado um anel R, um anel S (com unidade) é dito uma extensao de R se R e
S tem a mesma unidade e R estd contido em S.

Na Teoria de Anéis nao comutativos aparecem muitos tipos de extensoes de
anéis, mas vamos nos restringir somente as extensoes centralizantes.

Uma extensao S O R é dita uma extensdo centralizante se existir um sistema
de elementos X C S, tal que:

i) X é um conjunto R-centralizante, i.e., para todo x € X, r € R, rz = xr.

ii) S é gerado como R-médulo (a direita ou a esquerda, logo aos dois lados)
por X, ou seja, para todo s € S existem x; € X, r; € R, 1 = 1,...,n, tal que
5= 1T )

Quando S é uma extensao deste tipo vamos denotar S = R[X]. E claro que
se X satisfaz as condic¢oes acima, entdo X U {1} também satisfaz as mesmas
condicoes. Logo, podemos sempre supor que 1 € X.

O conjunto X é arbitrario, nao necessariamente finito. No caso particular em
que podemos encontrar um sistema X como o acima, e que seja finito, a extensao
chama-se centralizante finita ou simplesmente liberal [RS].

Se S é uma extensao centralizante de R e podemos encontrar um sistema X
como o acima (com 1 € X) que seja linearmente independente sobre R, vamos
dizer que S é uma extensao centralizante livre de R. Ou seja, S é uma extensao
centralizante livre de R se existir um sistema R-independente E = (¢;);er C S,
tal que 1 € E, re; = e;r, paratodor € Rei €[, e tal que S = > ;cr Re;. Neste
caso, é claro que S = Y ;. ©Re;.

Exemplo 1. Anéis de polindmios. Seja ¢ uma indeterminada e S = R]t]
o anel de polinomios sobre R. Neste caso, temos que E = {1,¢,#?, ...} é uma base
de S sobre R que é centralizante sobre R. Entao, S é uma extensao centralizante
livre de R.

O mesmo acontece se considerarmos um anel de polinomios sobre R em um
nimero arbitrario de indeterminadas (t;);er. Note que o conjunto de indeter-
minadas nao precisa ser finito nem que elas comutem entre si. Por exemplo, o
anel de polinémios S = R[x,y] sobre R em duas indeterminadas x e y, onde
xy # yx, é uma extensao centralizante livre de R que tem como base o conjunto
E formado por 1 e todos os produtos z;...z,, onde n > 1 é arbitrario e para cada
J, 1<7<n,z;=rvoux; =y.

Exemplo 2. Anéis de matrizes. Seja n um numero natural e seja S =
M, (R) o anel das matrizes quadradas de ordem n sobre R. E conhecido que
S é um anel cuja unidade é a matriz I = (0;5), d;; = 1 se i = j e 6;; = 0 se
i # j. Entao, a aplicagao ¢ : R — M, (R), ¢(r) = rl,para todo r € R, é um
homomorfismo injetor de anéis, que permite considerar R C S.

A matriz elementar F;;é a matriz que tem na linha ¢ e coluna j o elemento
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1 e todas as outras entradas nulas. Também é conhecido que S é uma extensao
finita centralizante livre de R com base E = (E;j)i<i<n,1<j<n. Na verdade, para
ver que S é uma extensao centralizante livre de R devemos encontrar uma base
contendo I. Mas isso é facil; basta substituirmos em E o elemento Fi; por
I(= Ey1 + ... + Enp). E facil verificar que assim temos uma nova base E’ que
contém 1.

Exemplo 3. Anéis de matrizes infinitas. Usando os anéis M, (R), n > 2,
podemos construir também um anel de matrizes infinitas que continua sendo uma
extensao centralizante livre de R. De fato, cada A € M, (R) pode ser pensada
como uma matriz infinita (infinitas linhas e colunas) completando com zeros.
Assim, podemos por My (R) = U,>2 M, (R).

Se A, B € M, (R), entdo existe m > 2, tal que A, B € M,,(R). Logo, as
operagcoes nos anéis M, (R), n > 2, induzem uma soma e um produto em M (R).
E facil verificar que estas operagoes estao bem definidas e dotam M, (R) de uma
estrutura de anel sem unidade.

Cada A € M (R) é uma matriz infinita, mas que possui todas as suas linhas
e colunas nulas, a partir de uma delas, respectivamente. Logo, existe um niimero
finito de elementos nao nulos r;; € R, tal que A = 3, ;r;;Ey;, onde as matrizes
elementares F;; sao definidas como antes. Por outro lado, é claro que rE;; = Ej;r,
para todo i, j e r € R. Assim, temos “quase” uma extensao centralizante livre
de R.

Para completar a construcao basta lembrar que, dado um anel sem unida-
de qualquer T, existe um anel com unidade T, que contém 7', construido da
maneira seguinte: 7* = Z @ T, a soma de T™* é a usual e o produto é dado por

(n,t)(m,t") = (nm,nt' +mt + tt'),

para todo (n,t), (m,t") € T* (a contencao T'C T* se consegue via t — (0,1)).

Seja Mo (R)* o anel obtido a partir de M, (R) anexando uma unidade [
como acima. Agora podemos considerar R C M, (R)* como no Exemplo 2 via a
aplicacao ¢ : R — My (R)*, ¢(r) = rl, para todo r € R. E fcil ver que o anel
de matrizes infinitas M., (R)* é uma extensao centralizante livre de R com base
{Eij:1<i<o0,1<j<oo}U{l}.

Exemplo 4. Anéis de grupos. Dado um grupo multiplicativo G e um anel
(com unidade) R, o anel de grupo RG é definido tendo como conjunto subjacente
o conjunto de todas as combinacoes lineares formais (finitas) 3 e 749, onde
rq € R e ry = 0 salvo para um nimero finito de elementos g € G.

As operagoes em RG sao definidas de maneira natural:

Z r9g + Z S99 = Z(Tg + 59)9;

geG e geG
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D g9 D swh= D (rgsn)(gh).

geG hed g9,heqG

E fcil ver que RG é um anel e que contém R via a aplicacao R — RG dada
por 7 — re, onde e é o elemento neutro de G. E claro que, pela propria definicao,
RG ¢é uma extensao centralizante livre de R, cuja base é E = (g)e¢. Também
RG é uma extensao finita de R se, e somente se, G é um grupo finito.

Exemplo 5. Produtos tensoriais sobre corpos. Sejam F' um corpo, R e
T duas algebras sobre F'. Entao é conhecido que o produto tensorial S = RQpT
é uma F-algebra. Também, se (e;);er é uma base de T sobre F, entdo E =
(1®e€;)ier é uma base de S sobre R e que r(1®e¢;) = (1®e¢;)r, para todo r € R,
1 € I'. Além disso,a aplicacao R — S, tal que r — r ® 1 é um homomorfismo
injetor de anéis. Logo, S é uma extensao centralizante livre de R com base F
(para apresentar este exemplo, supomos que o leitor tem suficiente conhecimento
sobre produtos tensorias; caso contrério, o leitor pode desconsidera-lo).

Exemplo 6. Extensoes centralizantes nao necessariamente livres.
O leitor podera dizer, com justa razao, que em todos os exemplos apresentados
a extensao dada é livre sobre R. Mas, é muito facil construir extensées nao
necessariamente livres.

De fato, seja S uma extensao centralizante livre qualquer de R e seja I um
ideal de S, tal que I N R = 0. Entao, podemos considerar R contido em S/I
via a aplicagdo R — S/I, r — 7. Também ¢é facil verificar que se E = (¢;)ier ¢
a base de S sobre R, entao (& ),cr ¢ um sistema de geradores centralizantes de
S/I sobre R. Logo, S/I é uma extensao centralizante de R, a qual nao é livre,
em geral, sobre R.

De fato, se I é o ideal de Z[t] gerado pelo polinémio (2¢ — 1), o quociente
S = Z[t]/I é uma extensao liberal de Z gerada por 1 e t = ¢t + I, mas S nao é
livre sobre Z, pois 2t —1 =10 em S.

Exercicios:

1) Seja R um anel sem unidade e seja R* = Z & R o anel definido pelas
operagcoes:
(n,r)+ (m,s) = (n+m,r +s)

(n,r)(m,s) = (nm,ns + mr +rs).

Provar que R* é realmente um anel com unidade (1,0) e que a aplicagao natural
¢ : R — R* é um homomorfismo injetor de anéis. Além disso, R é, via ¢, um
ideal de R* tal que R*/R ~ Z.

18



2) Seja S um anel extensao de R, tal que existe (x;);er € S, com S = Y Rx;
e rx; = x;r, para todo r € R, 1 € ['. Provar que S* é uma extensao centralizante
de R, onde S* é definido como no exercicio anterior.

3) Seja S uma extensao centralizante de R e I um ideal de S. Entao, I N R
é um ideal de R. Provar que a aplicagao natural R/(I N R) — S/I permite
considerar S/I uma extensao centralizante de R/(I N R).

4) Seja S uma extensao centralizante livre de R com base E e seja I um ideal
de R. Provar que I[E] = {¥;aje; : a; € I,e; € E} é um ideal de S e que
S/IE] ~ (R/I)[E] é uma extensao centralizante livre de (R/I).

5) Sejam n > m inteiros e sejam M,,(R) — M,(R) — M. (R) as aplicacoes
evidentes, obtidas completando com zeros. Provar que estas aplicacoes sao ho-
momorfismos injetores de anéis.

6) Seja R um anel e G um semigrupo multiplicativo (com elemento neutro).
Construir o anel de semigrupo RG. Observar que este é um novo exemplo de
extensao centralizante livre que inclui os exemplos 1 e 4.

§6. IDEAIS PRIMOS EM EXTENSOES DE ANEIS

O problema central que estamos considerando nestas notas é a relacao exis-
tente entre os ideais primos de um anel R e os ideais primos de uma extensao
S de R. Apresentado assim, o problema é muito geral. Vejamos alguns dos
problemas especificos que podem ser considerados.

Lembremos primeiramente as questoes usualmente consideradas na Algebra
Comutativa.

Se R C S sao anéis comutativos e P é um ideal primo de S, é claro que
P N R é um ideal primo de R. O primeiro problema a considerar é o reciproco
deste fato: dado um ideal primo py de R, existe um ideal primo P de S tal que
PN R =pg. Mais ainda, suponha que py C p; sao ideais primos de R e que F; é
um ideal primo de S tal que Py N R = pg. Entao existe um ideal primo P; de S
tal que P, D Py e PN R =p,;? Esta questao é conhecida como “going up”.

Lembremos que um anel comutativo S O R é dito uma extensao inteira de R
se todo s € S satisfaz algum polinémio monico f(t) € R[t]. Ambas as questoes
acima tém resposta positiva se S é uma extensao inteira de R ([AM], Cap. 5).

Um outro problema que tem resposta positiva para extensoes inteiras é con-
hecido como incomparabilidade (“incomparability”) ([AM], Cap. 5). Ele pode
ser estabelecido assim: sejam Py C P; ideais primos de S tais que PN R = PNR.
Entao é necessariamente Py = P;?

As questoes anteriores estao na base do conceito de dimensao de Krull de

19



um anel R. Esta dimensao é medida pelo niimero de elementos de uma cadeia
de ideais primos Py C P, C ... C P, de R, a mais longa possivel. Aparece
naturalmente a questao de determinar relacoes entre as dimensoes de Krull de R
e S para S D R.

Uma outra questao interessante e que, em geral, tem uma resposta mais
complicada que a do “going up” é o problema do “going down”: sejam py C p;
ideais primos de R e P; um ideal primo de S tal que P, N R = p;. Entao existe
um ideal primo Fy de S tal que Py C P, e PobN R = py?

Finalmente, seja P um ideal primo de S e p = PN R o correspondente ideal
primo de R. Suponha que P (ou p) é maximal. Serd que isto implica que p (ou
P) é também maximal?

Esta tltima questao tem um significado especial muito interessante em anéis
nao comutativos. De fato, sejam p e P ideias primos de R e .S, respectivamente,
tal que PN R = p. Sabemos que em anéis nao comutativos existem muitas
classes diferentes de ideais primos. Entao podemos perguntar sob que condigoes
teremos a validade de alguma das implicacoes seguintes: P (resp. p) é de tal
tipo especial (por exemplo, fortemente primo, primo nao singular, primitivo, etc),
entao p (resp. P) é do mesmo tipo?

Os problemas anteriores em anéis nao comutativos sao muito ricos e muita
literatura tem sido dedicada a considera-los. Existe uma complicagao inicial no
fato de que dado um ideal primo P de S nao necessariamente P N R é um ideal
primo de R, em geral. Entao as questoes (“going up”, incomparabilidade, etc)
tém sido adequadamente modificadas para poder ser extendidas aos anéis nao
comutativos. Uma lista consideravel de trabalhos de pesquisa sobre ideais primos
em extensoes de anéis nao comutativos é dada na bibliografia.

Finalmente, existe uma técnica muito 1til que ja mencionamos antes, para
estudar problemas de ideais primos. Consiste no seguinte: seja P um ideal primo
de um anel de polinémios D[t], onde D é um dominio de integridade e PN R = 0.
Sabemos que D esta contido no seu corpo de fracoes F'. Logo, podemos considerar
D[t] C F[t]. Entao existe um tnico ideal primo P* de F[t] tal que P*ND[t] = P.
Mais ainda, a correspondéncia P <» P* é biunivoca ([K], Th. 36).

Uma das principais questoes, que responderemos no Capitulo IT destas notas,
¢ a possibilidade de extender este resultado aos anéis nao comutativos.

Vamos restringir-nos aqui as extensoes centralizantes de um anel R. Ideais
primos em extensoes centralizantes tém sido considerados em varios trabalhos,
comegando pelas extensoes finitas ([RS], [R;]). Finalmente, métodos para estudar
o caso geral (onde S nao é necessariamente finitamente gerado como R-mdédulo),
foram desenvolvidos por mim em vérios trabalhos ([F3], [F4], [F5]). Também os
métodos mostraram-se tteis para provar resultados sobre radicais de extensoes
centralizantes de anéis e produtos tensoriais ([Fg], [FPu]). O objetivo do préximo
capitulo destas notas serda dedicado a apresentar estes métodos e alguns dos
resultados mais importantes obtidos desta maneira.
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Para terminar este capitulo, provamos alguns fatos que usaremos no Capitulo
I1.

Seja S = R[X] uma extensao centralizante de R, com sistema de geradores
centralizantes X. Se I é um ideal de R, entdo denotamos por I[X] o conjunto
de todas as somas finitas >, a;z;, onde a; € I, x; € X, para todo 7. Entao ¢ facil
verificar que I[X] é um ideal de S e que I[X] = IS = SI. Conseqiientemente,
se I e J sao ideais de R, entao segue que I[X]J[X] C (I.J)[X].

E conveniente salientar que se S é livre sobre R com base E e se I é um ideal
de R, entao I[E]NR = 1.

Lema 6.1. Se P é um ideal primo de S, entao PN R é um ideal primo de R.

Demonstracao. Se A e B sao ideais de R tais que AB C PN R, segue que
A[X]|B[X] C (AB)[X] C (PN R)[X] C P. Agora, como P ¢ primo, obtemos
A[X] C PouB[X]C P,donde A C A[X]NR C PNRouB C B[X|NR C PNR.
O

Nao é necessariamente verdade que se p é um ideal primo de R, entao p[X] é
um ideal primo de S (ver exercicios). Isto é verdadeiro em alguns casos particu-
lares.

Suponhamos que S é uma extensao centralizante livre de R com base E
e que P seja um ideal primo de S. Entao P N R é um ideal primo de R e
podemos considerar o ideal (PNR)[E] de S. Se denotamos por R o anel quociente
R/(PNR) e por S=S/(PN R)[E], podemos provar o seguinte

Lema 6.2. Se S ¢ uma extensao centralizante livre de R com base E e se P
é um ideal primo de S, entdo o anel S é uma extensao centralizante livre do anel
primo R. Além disso, o ideal P = P/(P N R)[E] de S verifica PN R = 0.

Demonstragio. E claro que E = {é = ¢ + (P N R)[E]} é um sistema de
geradores centralizantes de S sobre R. Também R é primo pelo Lema 6.1.

Vejamos que E ¢ R-linearmente independente. Se Y7, 7;¢; = 0, com 7; € R,
segue que .7, r;¢; € (PNR)[E]. Como E é R-independente, obtemos facilmente
que r; € PN R, para i = 1,...,n. Conseqiientemente, 7, = 0 em R. Logo, E é
uma base se S sobre R.

Para completar a prova vejamos que PN R = 0. De fato, sejaa € PN R, com
a € R. Sendo que a = a + (P N R)[E], segue que a € P, pois (PN R)[E] C P.
Conseqiientemente, a € PN R e assim, a = 0.

O Lema 6.2 permite-nos fazer uma reducao para estudar P em S. Veremos
que para alguns propositos serd suficiente estudar P em S, o qual satisfaz PNR =
0. Por esta razao, é conveniente fazermos a seguinte
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Definicao 6.3. Um ideal I de R é dito R-disjunto se I N R = 0.

Ideais R-disjuntos serao estudados no préximo capitulo.
Exercicios:

1) Seja R um anel primo. Provar que o anel de polinémios R[t] é também
um anel primo.

2) Seja K um corpo e seja S = K]Jt]/(t?). Provar que S é uma extensao
centralizante livre de K e que S nao é um anel primo. Conseqiientemente, o
ideal nulo de K é primo e se extende a um ideal de .S que nao é primo.

3) Seja S uma extensao centralizante livre de R com base E e seja P um ideal
primo de S. Provar que S/P ~ S/P, onde S = S/(P N R)[E] é uma extensao
centralizante livre de R = R/(P N R) com base £ e P = P/(P N R)[E].

4) Sejam S, R e P como no exercicio 3. Provar que P é um primo de um dos
tipos especiais estudados no §2 se, e somente se, P é um ideal de S do mesmo
tipo.

22



Capitulo II - IDEAIS PRIMOS EM EXTENSOES
CENTRALIZANTES.

§1. UMA REDUCAO

Seja S = R[X] uma extensao centralizante de R. Se P é um ideal primo de
S, entdo (PN R) é um ideal primo de R. Assim, o anel R = R/(P N R) é um
anel primo. Além disso, I = (PN R)S = (P N R)[X] é um ideal de S tal que
INR = PnNR. Logo, podemos considerar R contido no anel S = S/I, o qual
(6 facil verificar) é uma extensao centralizante de R com geradores X = {x + 1 :
2 € X} (de agora em diante identificaremos X com X). E conveniente notar
que se S é livre sobre R com base X, entdo S também ¢é livre sobre R, com a
mesma base X.

Como P D I, podemos considerar o ideal P = P/I de S. E facil verificar que
P ¢ um ideal primo de S tal que PN R = 0. Além disso, S/P ~ S/P.

O argumento acima justifica que, para varios propositos, em lugar de estudar
P como ideal de S possamos estudar P em S. Assim, o estudo reduz-se ao caso
de um ideal primo R-disjunto numa extensao centralizante de um anel primo.

Isto mostra que nosso trabalho pode ser restrito a estudar extensoes central-
izantes de anéis primos e a descrever os ideais primos que sao R-disjuntos. E o
que faremos a partir de agora, até que algo seja dito em contrario.

§2. CASO LIVRE

Primeiramente, vamos supor que S = R[E] é uma extensao centralizante livre
de um anel primo R com base centralizante F = (€;)er-

Se z € S, existem tunicos elementos r; € R, e; € E, tal que x = Y, r;e;, onde
os elementos 7; sao nulos salvo um nuamero finito de indices ¢ € I'. Denotaremos
por z(e;) a i-ésima componente de z, i. e., z(e;) = r; para todo i € T'. O suporte
de z é definido por sup(z) = {e € E : z(e) # 0}. E claro que sup(z) é um
subconjunto finito de F.

Seja I um ideal R-disjunto de S. Um elemento nao nulo x € I é dito de
suporte minimal em I se para todo y € I, tal que sup(y) C sup(z), temos y = 0
(ou seja, sup(y) = 0).

Denotamos M (I) o conjunto de todos os elementos = de suporte minimal
em I. A minimalidade de I é definida como o conjunto de todos os suportes
destes elementos minimais de 1. Ou seja, Min(Il) = {sup(x) : © € M(I)}. Este
conceito de minimalidade é, provavelmente, o conceito mais importante para o
funcionamento do método que vamos apresentar.

Para cada L € Min(I) e e € L, denotamos por 6y, .(I) o ideal de R formado
por 0 e pelos elementos a € R, tais que existe x € I com sup(z) = L e z(e) = a.
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Seja I um ideal R-disjunto de S. O fecho de I é definido por:
[Ilp ={x € S: existe 0 # H Q R, tal que zH C I}.

Quando nao existir possibilidade de confusao, omitiremos o indice R, deno-
tando o fecho simplesmente por [I].

Sendo que S é gerado por R e E, e considerando que os elementos de E sao
centralizantes sobre R, é facil verificar que [I] é um ideal de S que contém I.
Também [I] é R-disjunto. De fato, se a € [I]N R, existe um ideal ndo nulo H de
R tal que aH C I N R = 0. Agora, como R é primo segue facilmente que a = 0.

Existe uma bela caracterizacao do ideal [I]. Mas, antes, queremos destacar a
razao do seu estudo.

Um ideal R-disjunto I é dito fechado se [I] = I. Temos a seguinte

Proposicao 2.1. Se P é um ideal primo R-disjunto de S, entao P é fechado.

Demonstragio. Seja = € [P]. Entao existe um ideal nao nulo H de R tal
que tH C P. Note que HS = H[FE] é um ideal de S nao contido em P, pois
H[E]NR = H # 0. Logo, (SzS)(SHS) = SxHS C P e segue que x € P.
Assim, [P] = P. O

Como conseqiiéncia da Proposicao anterior, vemos que o estudo dos ideais
fechados e, por conseguinte, do fecho de um ideal, é um fato fundamental que
vai permitir obter informacao sobre os ideais primos.

O seguinte teorema dd uma caracterizacao muito 1til de [I].

Teorema 2.2. Seja I um ideal R-disjunto de S. Entao, [I] é o maior ideal
J de S que satisfaz as condiges J 2O I e Min(J) = Min(I).

Demonstracdo. Seja x = aje; + ... + aye, € [I] um elemento de suporte
minimal em [I]. Entao, tH C I para 0 # H < R. Como R é primo, a;H # 0.
Logo, existe h € H tal que a;h # 0 e temos que xh = ajhe; + ... + a,he, € I.
Se a;h = 0 para algum 1 < i < n, temos que sup(zh) C sup(z), o qual é uma
contradigao pois xh € [I]. Assim, existe um elemento xh € I cujo suporte é igual
a sup(x).

A reciproca é claramente verdadeira. Ou seja, se y € I é de suporte minimal
em [, existe um elemento em [I] (o préprio y) que tem o mesmo suporte.

Conseqiientemente, Min([I]) = Min(I). Vejamos agora que [I] é maximal
com respeito as propriedades [I] D I e Min([I]) = Min(I).

Seja J um ideal de S tal que J O I e Min(J) = Min(I) (note que neste
caso J é R-disjunto, pois se 1 € Min(J), entdo 1 € Min(I) e segue que I N
R # 0). Sejam L = {ey,....,e,} € Min(J) e z = aye; + ... + aze, € I com
sup(z) = L. Tomemos y = bye; + ... + bpe, € J, com mesmo suporte L. Entao,
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yray — byrx = (bara — birag)es + ... + (byra; — biray)e, € J, para cada r € R, e
como sup(yra; — byrz) C L temos yra; — byrx = 0. Segue que yRa; R C I, onde
Ray R é um ideal ndo nulo de R, i. e., y € [I].

O argumento acima prova duas coisas. A primeira é que todo elemento de
M (J) estd em [I]. A segunda é um passo essencial para um raciocinio de indugao:
para cada y € M(J) existe um ideal ndo nulo H = Ra; R, que depende somente
de sup(y), tal que yH C I. Ou seja, se z € M(J) e sup(z) = sup(y), entao
zH C I com H também igual a RaR.

Vamos provar por inducao que, para todo y € .J, existe um ideal nao nulo
H de R tal que zH C I, para todo z € J com sup(z) C sup(y). Segue, em
particular, que y € [I] e a prova estard completa.

Seja y = cieg + ... + e, € J, com ¢; # 0 para 1 < 7 < m. Assim,
sup(y) = {e1,...,em}. Se sup(y) € Min(J), a afirmacao foi provada acima.
Entao podemos supor que existe um subconjunto préprio de sup(y), digamos
L = {ey,...,et}, t < m, tal que L € Min(J) = Min(I). Portanto, existe
r = aey + ... + aue; € M(I), com sup(x) = L. Pela hip6tese de indugao,
podemos ainda supor que existe um ideal nao nulo H de R tal que, para todo
v € J com sup(v) C {ey,...,en}, vH C I.

Suponhamos que z = dye; + ... + dpe,, € J e sup(z) = sup(y). Consideremos
v =zra;—dyrz € J,onder € R. Como sup(v) C {ey, .., €}, segue que vH C I.
Portanto, zRa;H C I, pois x € I e o ideal nao nulo Ra;H de R ¢é independente
de z. O

A Proposicao 2.1 e o Teorema 2.2 tém o seguinte interessante

Corolério 2.3. Seja P um ideal primo R-disjunto de S. Entao, P é o maior
ideal J de S que contém P e que satisfaz Min(J) = Min(P).

Note que o Teorema 2.2 é simétrico, pois o conceito de minimalidade o é.
Isto implica que a definicao de fecho de um ideal também deve ser simétrica. De
fato, se definimos

[I'={x € S: existe 0 # H < R tal que Hx C I},

podemos provar de maneira semelhante um analogo do Teorema 2.2. Assim,
[I] = [I]'. Temos entao o seguinte

Corolério 2.4. Se I é um ideal R-disjunto de S, entdo [I[] = {z € S :
existe 0 # H < R tal que Hx C I}.

Finalmente, é conveniente salientar a seguinte

Observagao 2.5. Na prova do Teorema 2.2 fica evidente que dado y € [I]
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existe 0 #% H < R, tal que, nao somente yH C I, como também zH C I para
todo z € [I] com sup(z) C sup(y).

§3. EXTENSAO E CONTRACAO DE IDEAIS PRIMOS

Seja S = R[F] uma extensao centralizante livre do anel primo R e seja ) o
anel de quocientes (a direita) de Martindale de R. Entao o anel T = Q[F] estd
definido de maneira evidente: seus elementos sao as combinacdes lineares finitas
com coeficientes em () e a multiplicacao é induzida pelas multiplicacoes em ) e
S. Assim, T é uma extensao centralizante livre do anel primo () com base F.

Seja C o centroide extendido de R. Entao o conjunto dos elementos x € T,
cuja representacao na base E é do tipo z = Y1 | ¢;e;, ¢; € C, é um subanel de
T. E claro que este subanel é uma extensao centralizante livre do corpo C' com
mesma base E. Denotamos este anel por V' = C[E]. Note que V' é uma &lgebra
sobre C' e que os elementos de V' comutam com os elementos de Q).

Podemos considerar entao S CT eV C T. E conveniente observar também
que T~ @ ®¢ C[E]. Dai, segue o seguinte resultado, que sera utilizado mais
adiante.

Lema 3.1. Todo subconjunto de elementos Q2 C C[E] que é C-independente,
é também @Q-independente como subconjunto de Q[E].

Demonstracao. E conhecido que se ) é C-independente, entao o conjunto
(1 ® w)yeq é Q-independente em @ ®¢ C[E]. Basta agora passar a T via o
isomorfismo natural 7'~ Q ®¢ C[FE]. O

Nesta seccao vamos mostrar que existe uma correspondéncia biunivoca entre
os ideais primos R-disjuntos de S, os ideais primos ()-disjuntos de T e os primos
de V.

Para fazer isso vamos primeiramente estabelecer uma correspondéncia biunivoca
entre ideais fechados, da qual se obtém a correspondéncia para primos como caso
particular.

Infelizmente precisamos desenvolver bastante maquinaria para obter estes
resultados. Por estas razoes, o que segue nestas notas sera a parte técnica mais
pesada, mas nao poderemos evita-la.

Comecemos pelo seguinte

Lema 3.2. Seja I um ideal R-disjunto de S, L € Min(I) e e € L. Entao
existe um unico elemento my . € V tal que sup(my.) = L, my(e) = 1 e para

todo x € I com sup(xz) = L temos & = z(e)my . = my z(e).

Demonstracao. Seja H = 0.([), onde L = {ey,...,e,} e e = €. Se
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a € H existe um unico x € [ tal que = = a1e; + ... + aye,, onde a; = a.
Logo, a fungao f; : H — R definida por f;(a) = a;, i = 1,2,...,n, estd bem
definida. E ficil ver também que estas funcoes sao R-homomorfismos bilaterais.
Pelos resultados da Sec. 3, Cap. I, existem ¢; € C tais que ¢;a = fi(a) = a;,
para ¢ = 1,2,...,n. Definimos mg, por mp, = >.;'; cie; € V. Claramente,
sup(mre) = L emgpe(e) =c =1 (pois f1 = idy).

Seja x = byey; + ... + bpe, € I, onde z(e) = x(ey) = by. Pela definicao de f;,
Cibl = fz(bl) = bz e entéo, blmLe = Z?:l ciblei = Z?:l biei = XZ. Analogamente,
mr by = x. O

Dado um ideal R-disjunto I de S, denotamos por Mc(I) o conjunto de todos
os elementtos my, . construidos no lema anterior, onde L € Min(I) e e € L.
Assim Mo (I) C V e para qualquer m € M (I) existe um ideal nao nulo H de R
tal que mH C 1.

Suponhamos ainda que I é um ideal R-disjunto de S (ou @-disjunto de T').
Um elemento y € Q[E] é chamado um resto médulo I, se para qualquer z € [
com sup(z) C sup(y) temos necessariamente que z = 0. E claro que se y é um
resto médulo I, entao y € I e para todo ideal nao nulo H de R, yH N1 = 0.

O seguinte lema estabelece um algoritmo de divisao para Q[E].

Lema 3.3. Seja I um ideal R-disjunto de S e seja © € T. Entao existem
g € Q,m; € Mc(I),i=1,2,...,n, ey €T tal que x = ¥, ¢;m; + y, onde
y = 0 ou y é um resto modulo 1.

Demonstragao. Se x é um resto modulo I nao hé o que provar. Suponhamos
o contrério e seja L = sup(z), t = |L|, o nimero de elementos de L. Entao existe
y € I com L; = sup(y) € L e podemos supor, sem perda de generalidade,
que y € M(I). Logo, pela constru¢ao do Lema 3.2, tomando e; € L; podemos
considerar o elemento my; = mp, ., € Mc(I). Assim, z = x — z(e;)my € Q[E]
satisfaz z(e;) = 0 (pois my(e1) = 1) e L' = sup(z) C sup(z). Conseqiientemente
|IL'| <t—1.

Se z é nulo ou um resto médulo I, a prova estara completa. Caso contrario
podemos repetir o argumento comecando agora com z. E facil completar a prova
por inducao. O

Lema 3.4. Com as mesmas notagoes acima, QMq(I) = {x € Q[E]: existe
0+# H < R tal que xH C I}.

Demonstracao. Se z € QM (I), entao existem ¢; € Q, m; € Mc(I),
1 =1,...,n, tal que x = Y1 | ¢;m,;. Sabemos que existem ideais nao nulos H; e
J; de R tais que ¢;H; C Rem;J; C I, parai=1,...,n. Sejam H = (., Hi # 0
eJ =N J; # 0. Entao ¢sH C R e m;J C I, para todo 1 < i < n. Sendo
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que m; € C[E] temos xHJ =37 ; gm;HJ C Y, ¢;Hm;J C I, onde HJ é um
ideal nao nulo de R.

Reciprocamente, suponhamos que z € Q[E] e tH C I, para 0 # H < R. Pelo
Lema 3.3, podemos representar z = Y.I , ¢;m; + y, onde ¢; € Q, m; € Mc(I),
1<i<ney=0o0uyéumresto médulo I. Pela primeira parte existe 0 # J<IR
tal que (X", ¢m;)J C I. Logo y(HN.J) C I. Como y = 0 ou y é um resto
mddulo I isto implica que y(H N .J) = 0, donde y = 0. O

Corolério 3.5. Com as mesmas notagoes acima, Q[E]M¢c(I) = QMc(I) é
um ideal de T'.

Demonstracdo. E claro que QM (I) C Q[E]Mc(I) e este tltimo membro é
um ideal a esquerda de T. Se m € Mc(I) e e € E, existe um ideal nao nulo H de
R tal que mH C I. Logo meH = mHe C Ie C I e emH C el CI. Assim, pelo
Lema 3.4, me € QMc(I) e em € QMc(I). Daqui é facil concluir que QM (1) é
um ideal bilateral.

Finalmente, se m € Mc(I) e x = Y1 gie; € T, entdo am = Y. | ¢;me; €
Y QMe(Ie; € QMe(I). Conseqiientemente Q[E|Mc(I) C QMc(I). A
prova esta completa. O

Corolério 3.6. Seja I um ideal R-disjunto de S e I* = QM (I). Entao I*
¢ um ideal (Q—)fechado de T'e I* N S = [1].

Demostragao. Se y € T e yJ C I*, para 0 # J < Q, temos y(J N R) C I*,
onde 0 # JNR<R. Entao, pelo Lema 3.4, y € QMc(I) = I*. Conseqiientemente,
I* é fechado em T

Agora, as duas contencoes I* NS C [I] e [I] C I* N S seguem facilmente do
Lema 3.4. O

Proposigao 3.7. Seja I um ideal R-disjunto de S (resp. @-disjunto de T').
Entao [ é fechado se, e somente se, I = QMc(I) N S (resp. I = QMc(1ly), onde

Demonstragao. Se I é fechado em S, pelo Corolario 3.6, [ = [I] = [*NS =
QMc(I) N S. A reciproca é também clara do Coroldrio 3.6.

Seja agora I um ideal de T e seja [y = I'NS. Entao I* = QM¢ (1) é fechado
e logo se I = QMc¢(Io) segue que I é fechado.

Reciprocamente, suponhamos que I é fechado. Se m € M (1ly), entao existe
0 # H < R tal que mH C I;. Logo m(QHQ) = QmHQ C QI,() C I, donde
m € I. Conseqiientemente, QM (ly) C I. Se existir x € I\ QM¢ (1), podemos
representar, de acordo com o Lema 3.3, v = "' , ¢;m; +y, onde ¢; € Q, m; €
Mc(Ip), 1 <i<n,ey7#0éum resto médulo Iy. Segue que y € I e podemos
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obter uma contradicao facilmente. Assim I = QM¢(Ip). O

Dado um ideal fechado I de S, definimos a sua extensao a T por [* =
QMc(I). Entao sabemos que I* é um ideal fechado de T tal que I* NS = 1.

Corolario 3.8. A correspondéncia I <> I* acima é uma correspondéncia
biunivoca entre os conjuntos de todos os ideais fechados de S e T', respectiva-
mente.

Demonstracao. Se A é um ideal fechado de T, entao A = QM¢(Ap), com
Ay = ANS, pela Proposicao 3.7. Além disso, 49 = ANS = QMc(Ap) N
S é fechado também por 3.7. Logo a correspondéncia relaciona fechados com
fechados.

Para completar a prova basta ver que se A e B sao dois ideais fechados de
T tais que ANS =BNS, entao A = B. Mas isto também segue facilmente da
Proposigao 3.7, pois A = QMc(ANS) =QMc(BNS) = B. O

Estamos agora em condi¢oes de provar o primeiro teorema central deste
paragrafo.

Teorema 3.9. Existe uma correspondéncia biunivoca entre os seguintes con-
juntos:

(i) O conjunto de todos os ideais fechados de S.

(ii) O conjunto de todos os ideais fechados de T.

(iii) O conjunto de todos os ideais de V.

Além disso, esta correspondéncia associa o ideal fechado I de S com o ideal
fechado I* de T e o ideal K de V' se I*NS =1e I*NV = K (equivalentemente
I'=TK).

Demonstragao. A correspondéncia entre (i) e (ii) ja foi estabelecida no
Corolario 3.8.

Se I* é um ideal fechado de T', entao I* NV é um ideal de V', univocamente
determinado por I*. Reciprocamente, seja K um ideal de V e seja I* = QK a
extensao de K a T (é claro que QK = TK é um ideal de T'). Entao QKNV D K
e vamos provar que QK NV = K.

Suponha que QK NV D K e seja 2 uma base de K sobre C'. Pelo Lema 3.1,
2 é um subconjunto de elementos de 7', o qual é ()-linearmente independente.
Seja v € QK NV um elemento que nao estd em K. Entao ' = QU{v} é ainda C-
independente, e logo é (Q-independente em 7'. Além disso, v = Y1, ¢iki, ¢ € Q,
k; € K. Escrevendo os elementos k; como combinacao linear dos elementos de
(2, obtemos que v esta no ()-submodulo de T' gerado por €2. Isto contradiz o fato
que ' e Q-independente. Assim QK NV = K.
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Para completar a prova basta ver que QK é fechado em T. Seja K, =
QK NS e seja 2 uma base de K sobre C'. Entao é claro que €2 é uma Q-
base de QK. Se m € Mc(K,), entao existe 0 # H < R tal que mH C
Ky C QK. Seja h € H tal que mh # 0, e sejam ¢, € @, v; € €, 1§
1,...,n tais que mh = 3" ; ¢;v;. Ou seja {m} U Q é um conjunto @)-dependente
em T. Segue que Ms(Ky) C K, pois se Mo(Ky) € K podemos escolher
m € Mc(Kp) tal que {m} U Q seja C-independente. Assim QK C [QK]| =
QMc(Ko) C QK, e conseqiientemente, QK é fechado. A prova estd completa.
O

Agora estamos em condigoes de provar que a correspondéncia do Teorema 3.9
¢ uma correspondéncia biunivoca entre ideais primos.

Teorema 3.10. A correspondéncia do Teorema 3.9 é uma correspondéncia
biunivoca entre os seguintes conjuntos:

(i) O conjunto de todos os ideais primos R-disjuntos de S.

(ii) O conjunto de todos os ideais primos Q-disjuntos de T

(i) O conjunto de todos os ideais primos de V.

Demonstracao. Seja I um ideal fechado de S, I* a extensao de [ a T e
Iy = I" N V. Devemos provar que se um destes ideais é primo, os outros sao
também primos. Completamos a prova provando trés implicacoes:

1) I primo — I* primo.

Sejam A e B ideais de T tais que A D I*, B D I* e AB C I*. Vejamos
primeiro que podemos supor que A e B sao fechados. De fato, se z € [A] e
y € [B], existem ideais 0 # H <Q e 0# J < Q com Hr C A e yJ C B. Assim
HxyJ C AB C I*. Segue que xy € I* pois I* é fechado. Conseqiientemente,
[A][B] C I

Suponhamos entao que A e B sao fechados. Temos (ANS)(BNS) C I*NS =
I. Logo (ANS)CTouBNSCI. MasANSDOI*NS=1eBNSDI. Assim
ANS =1ouBNS =1 e, pela correspondéncia biunivoca do Teorema 3.9, segue
que A=1"ou B =1T1".

2) I* primo — I, primo.

Se A e B sao ideais de V tais que AB C I, segue que (QA)(QB) = QAB C
QI =TI*. Logo QA C I* ou QB C I*. Assim A=QANV CI*NV = I ou
B=QBNnV CIrnV=lI,.

3) Iy primo — I primo.

Sejam A e B ideais de S tais que A D I, B D I e AB C I. Como na
parte 1), podemos supor que A e B sao fechados. Assim A = QMc(A) NS
e B=QMs(B)NS. Sexz € Mc(A) ey € Mc(B), existem ideais H # 0,
J # 0de R tais que tH C A e yJ C B. Assim xyQHJQ = QrHyJQ C
QRABQ C QIQ C I*. Como I* é fechado segue que zy € I*NV = I,.

30



=

Assim VMc(A)VMco(B) C V(Me(A)Mc(B)) C Iy, Logo VMc(A) C Iy o
VMc(B) C Ip. Conseqiientemente, A = QMc(A)NS C QI,NS = 1 ou
B =QMc(B)NS = QI,NS = I. A prova esta completa.

O

Observagao: Se S = R[t] é um anel de polindmios sobre o anel primo
R, os ideais fechados e primos R-disjuntos de S foram estudados em [F3]. Os
resultados obtidos foram os precursores dos aqui apresentados. Mas existem
algumas particularidades especificas para anéis de polinomios. Por exemplo, o
conjunto M¢(I) definido neste pardgrafo pode reduzir-se a um tnico polindémio
monico f, € C[t]. Assim, se I é um ideal R-disjunto, [I] = Q[t]f, N R[t]. Logo,
I é fechado se, e somente se, I = Q[t]f, N R[t], para algum polin6mio monico
fo € C[t]. Finalmente, o ideal fechado I = Q[t]f, N R[t] é primo se, e somente
se, fo é irredutivel em C[t].

§4. CASO GERAL

Seja agora S = R[X] uma extensao centralizante (ndo necessariamente livre)
do anel primo R. O propédsito desta seccao é estender os resultados da seccao
anterior.

A definicao de fecho de um ideal R-disjunto de S é a mesma dada no §2. Ou
seja, se I é um ideal R-disjunto de S, entao definimos

[I] ={z € S: existe 0 # H < R tal que zH C I}.

E claro que [I] é um ideal R-disjunto de S. O ideal I é dito fechado se [I] = I.

Como no §2, provamos facilmente que todo ideal primo R-disjunto de S é
fechado.

Vamos precisar também do seguinte

Lema 4.1. Sejam S e S’ duas extensoes centralizantes do anel primo R e
seja ¢ : S’ — S um homomorfismo sobrejetor de anéis tal que ¢(r) = r, para

todo r € R. Se I é um ideal R-disjunto de S, entao [p~'(I)] = ¢ '([]]).

Demonstragao. Se x € [p~!(I)], existe 0 # H < R tal que zH C o~ '(I).
Entao, para cada a € H, ¢(za) = ¢(z)a € 1. Assim p(x)H C I e segue que
¢(x) € [I]. Conseqiientemente, z € ¢ ([I]). A conten¢ao contraria ¢ !([I]) C
[0~ 1(I)] é semelhante. 0

Sejam ¢ : S — S como acima. Entao é conhecido que existe uma corre-
spondéncia biunivoca entre os ideais de S e os ideais de S’ que contém Kerop.
Como ¢ é um R-homomorfismo, é facil ver que esta correspondéncia respeita
ideais R-disjuntos, i. e., um ideal I de S ¢ R-disjunto se, e somente se, ¢ *(I) é
R-disjunto.
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Do Lema 4.1 temos o seguinte

Corolario 4.2. Sejam ¢ : S’ — S como acima. Entdo a correspondéncia
biunivoca canoénica estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os ideais
fechados (resp. primos R-disjuntos) de S e os ideais fechados (resp. primos
R-disjuntos) de S’ que contém Kerep.

Demonstragao. A primeira parte segue diretamente do Lema 4.1. Para a
segunda basta observar que se P é um ideal R-disjunto de .S, entao a aplicacao
natural ' 5 S 5 S/P, onde 7 é a projecao canénica, é um epimorfismo com
nicleo ¢! (P). Logo S/~ (P) ~ S/P e segue que P é primo se, e somente se,
¢~ '(P) é primo. O

Seja X = (x;)ser- Para cada i € T, seja t; uma indeterminada e denotemos
por S’ o anel de polinémios sobre R nas indeterminadas (que nao necessariamente
comutam entre si) (t;);er, onde rt; = t;r, para todo r € R, i € T

A aplicagao ¢ : S" — S definida por ¢(t;) = z;, para todo i € T, e p(r) =1,
para r € R, é um homomorfismo sobrejetor. Assim S ~ S’/Keryp e existe uma
correspondéncia biunivoca entre os ideais (resp. ideais R-disjuntos, fechados,
primos R-disjuntos) de S e de S’ que contém Kery. Esta correspondéncia associa
um ideal I de S com o ideal p~(I) de S’

Na seccao 3 provamos um teorema de correspondéncia biunivoca entre ideais
fechados e ideais primos disjuntos de S = R[E], T = Q[E] e V = C[E]. Os
anéis T" e V foram naturalmente definidos como objetos canonicos associados
a S, naquele caso. Vamos definir agora estes objetos para as extensoes nao
necessariamente livres que estamos considerando neste paragrafo.

Seja T" = Q[t;]ier a extensao canonica associada a S’, definida como no §3.
E facil ver que T'" é o anel de polinomios sobre () nas indeterminadas (t;);er-
Analogamente, V' = C[t;];er. Pelos resultados da sec¢ao anterior sabemos que
existem correspondéncias biunivocas entre ideais fechados e ideais primos de S’,
T e V', respectivamente.

O ideal [0]s ¢ um ideal fechado de S. Entao J = ¢ *([0]s) é um ideal
fechado de S’ e segue que existe um ideal (Q-disjunto) fechado J* de T" tal que
J*N S =.J. Além disso, Jo = J*NV' é um ideal de V' e J* = Q.J;.

Definimos a “extensao candnica” de S por T =T"/J*. E claro que T" é uma
extensao centralizante livre de () com geradores centralizantes (e; + J*);, onde
e; ¢ um produto qualquer das indeterminadas (¢;)er.

Vamos definir uma aplicacao canonica j : S — T. Para isso denotamos por
m:T" — T a projecao canonica e por i : 8" — T" a inclusao natural.

Se x € S, existe y € S’ tal que p(y) = z. Entao m.i(y) € T e definimos
j(z) = moi(y). Note que se x = 0, entao y € J. Logo i(y) € J* e segue que
Toi(y) = 0. Assim j : S — T é uma aplicacio bem definida. E facil verificar
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que j é um homomorfismo de anéis tal que j(r) = r, para todo r € R, e que
j(z;) =t; + I*, para todo i € T.

O anel T definido acima é, por definicao, a “extensao canonica” de S a uma
extensao centralizante de (). Note porém, que j : S — T nao é uma injecao. De
fato, é facil verificar que Ker j = [0]s pela defini¢do de J. Isto nao deverd ser
um obstaculo para que a correspondéncia biunivoca procurada seja estabelecida,
sendo que todo ideal fechado de S contém [0]g, como é ficil verificar.

Para completar a preparacao do cenario definimos a C-dlgebra associada por
V =V'/I,. E ficil ver que V = Clej + Io);, onde e; é como acima um produto
qualquer das indeterminadas (¢;);er, e que V C T.

Usando as correspondéncias provadas no §3 é facil obter os seguintes teoremas.

Teorema 4.3. Seja S uma extensao centralizante do anel primo R e sejam T’
e V como acima. Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre os seguintes
conjuntos

(i) O conjunto de todos os ideais fechados de S.

(ii) O conjunto de todos os ideais fechados de T.

(iii) O conjunto de todos os ideais de V.

Mais ainda, esta correspondeéncia associa o ideal fechado I de S com o ideal
fechado de I* de T e o ideal K de V,se j '(I*) =T e I*NV = K (ou equiva-
lentemente I* = QK).

Demonstracao. E suficiente aplicar o Teorema 3.10 e a correspondéncia
biunivoca do Corolério 4.2 para as aplicacoes do diagrama seguinte:

N
Vioolj
T T
) )
v Yy

(note que ¢, m e m/V’ sdo sobrejetoras). O

Teorema 4.4. A correspondéncia do Teorema 4.3 é uma correspondéncia
biunivoca entre os seguintes conjuntos.

(i) O conjunto de todos os ideais primos R-disjuntos de S.

(ii) O conjunto de todos os ideais primos @-disjuntos de 7.

(iii) O conjunto de todos os ideais primos de V.

Demonstracao. Sejam P < S, P* 1T e Py, = PNV <V ideais fechados
correspondentes. Como as aplicacoes horizontais do diagrama acima sao sobre-
jetoras, P é primo de S se, e somente se, ¢! (P) é primo de S', P* ¢ primo de
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T se, e somente se, 7~ (P*) é primo de T" e Py ¢ primo de V se, e somente se,
7 1(Py) é primo de V'. Logo o resultado segue do Teorema 3.11.

§5. APLICACOES

Varios resultados podem ser obtidos como aplicacao das seccoes anteriores.
Nesta seccao veremos apenas alguns deles, pois nao queremos nos estender muito.
O leitor interessado pode consultar a bibliografia para outras aplicacoes.

No que segue, S = R[X] é sempre uma extensao centralizante do anel R (ndo
necessariamente primo) sendo X um sistema de geradores centralizantes.

A primeira clase de resultados responde as questoes do tipo seguinte: seja
P um ideal primo de S e seja P = PN R um ideal primo de R. Sera que P
é de um determinado tipo (por exemplo, fortemente primo, primo nao singular,
primitivo, etc) se, e somente se, P’ é do mesmo tipo?

A segunda classe de resultados que queremos mencionar aqui estuda o seguinte
problema: suponha que R é primo, que P é um ideal primo de S e que PNR = 0.
Usando a mesma notacao da seccao anterior, seja P o correspondente ideal primo
de V, isto é, tinico ideal primo de V tal que P = j7'(QP,). Serd que P ¢ de um
determinado tipo especial se, e somente se, Py ¢ do mesmo tipo? Quando isto
acontecer, o correspondente radical de S definido por esta classe de ideais primos
poderd ser determinado via o correspondente radical de V. E isto é muito bom,
pois sendo V' uma dlgebra sobre um corpo, é natural esperar que os seus radicais
sejam mais faceis de calcular que os radicais de S.

Se P é um ideal primo de S, entdo, como antes, para estudar S/P podemos
passar a estudar P = P/(P N R)S, que é um ideal primo de S = S/(P N R)S,
sendo S uma extensdo centralizante de R. Este ideal é R-disjunto: PN R = 0.
Estamos assim no caso estudado nas seccoes anteriores.

Note que se P’ é um ideal primo de R e P é um ideal de S, maximal com
respeito a propriedade P N R = P’, entao P é primo, como é facil verificar.

Vamos comecar pelo seguinte

Teorema 5.1. Seja P’ um ideal primo de R e seja P um ideal de S que é
maximal com respeito a propriedade PN R = P’. Entao P’ é fortemente primo
(resp. nao singular) se, e somente se, P é fortemente primo (resp. nao singular).

Demonstragao. Pela observacao acima podemos supor que P’ = 0, entao R
é primo e P é R-disjunto. O teorema ficara provado pelos dois lemas seguintes.
O

Lema 5.2. Seja S uma extensao centralizante do anel primo R e seja P
um ideal primo de S tal que PN R = 0. Se P é fortemente primo (resp. nao
singular), entao R é fortemente primo (resp. nao singular).
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Demonstragao. Vamos provar somente o primeiro caso, deixando o outro
para o leitor.

Suponhamos, entao, que P é fortemente primo e seja I um ideal nao nulo
de R. O conjunto I[X] de todos os elementos x = Y1, a;x;, a; € I, z; € X,
i=1,..,n, é um ideal de S. Como I[X|N R # 0, I[X] € P. Logo existe um
subconjunto finito F' C I[X] tal que F'y C P,y € S, implica y € P.

Seja F' = {21, ..., 2m}, 2i = > ai;x;, a;; € 1. Entao consideramos o subcon-
junto finito Fy = {a;;} C I. Se Fya = 0, a € R, segue que za = 0 para todo
1 <i<m. Assim Fa =0 C P e, conseqiientemente, a € PN R = 0. Assim Fj
¢ um isolador de R contido em I, donde R é fortemente primo. O

Lema 5.3. Seja S uma extensao centralizante do anel primo R e seja P
um ideal de S que é maximal com respeito a propriedade PN R = 0. Se R
é fortemente primo (resp. primo nao singular), entdo P é também fortemente
primo (resp. primo nao singular).

Demonstracao. Como no Lema anterior, vamos provar somente um caso.
Escolhemos agora o segundo. Logo, vamos supor que R é primo nao singular e
vamos provar que P é nao singular.

Pela seccao 4 basta provar o resultado quando S = R[E] é uma extensao
centralizante livre de R. Suponhamos entao que este é o caso e, por absurdo,
vamos supor que o ideal singular Z(S/P) # 0. Entao existe um ideal nao nulo 1
de S tal que Z(S/P) = I/P, onde I D P. Pela maximalidade de P, TN R # 0
e tomemos 0 # a € I N R. Assim o anulador An,(a + P) é um ideal essencial &
direita de R/P.

Sejam .J um ideal & direita nao nulo de R e J[E] o ideal a direita de S gerado
por J. Como (J[E]+ P)/P # 0, existe um elemento z = Y | a;e;, a; € J, para
1 <1 <n,tal que z & P e ax € P. Podemos escolher um tal elemento x com
suporte minimal.

Se x é um resto médulo P, segue que ax = 0. Assim aa; =0, paral <i<n
e portanto An,(a) N .J # 0.

Se  nao é um resto modulo P procedemos como segue. Sejam P* e Py =
P*NV os ideais primos associados a P em Q[F] e V = C[E], respectivamente.
Seja 0 # y € P tal que sup(y) = {e1, €2, ...,e;} C sup(z), t < n, e suponhamos y
de suporte minimal em P. Entao existe m = e; +esca +... +e,¢, € Mc(P) C P*,
tal que y = y(e;)m. Seja 0 # H < R tal que mH C P. Para cada h € H,
2z, = xh —aymh € S e sup(z,) C {e1,...ep,}. Além disso, az, = arh — aaymh €
P*NS = P. Também podemos escolher h € H tal que z, ¢ P. De fato, se
zp € P, para todo h € H, segue da relacao acima que xtH C P e logo x € P,
uma contradicao.

Conseqiientemente, para algum h € H, sup(z,) C sup(z), z, € P e az, €
P. Isto é ainda uma contradigao, pela minimalidade de sup(x). A prova estd
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completa. O

Os dois lemas anteriores provam o Teorema 5.1. Além disso, o Lema 5.2 tem
como conseqiiéncia evidente o seguinte

Corolario 5.4. Seja P um ideal fortemente primo (resp. primo nao singular)
de S. Entao PN R é um ideal fortemente primo (resp. primo nao singular) de
R.

A reciproca do Corolario anterior vale sob certa condicao adicional. Existe

um exemplo na literatura provando que nao vale sempre, para o caso fortemente
primo [FJP].

Teorema 5.5. Seja P um ideal primo de S tal que P N R é fortemente primo
(resp. primo nao singular). Suponha que o sistema de geradores X é finito ou que
seus elementos comutam entre si. Entao P é também fortemente primo (resp.
primo nao singular).

Demonstracao. Vamos provar o caso fortemente primo. Como antes, podemos
supor que PN R =0, i. e., R é fortemente primo. Além disso, podemos supor
que S = R[E] é uma extensao centralizante livre de R, onde E é uma base finita
ou cujos elementos comutam entre si.

Seja I D P um ideal de S. Vamos provar que I contém um isolador moédulo
P. Como P é fechado, existe um elemento de suporte minimal z € I que é um
resto médulo P (caso contrario Min(I) = Min(P)). Seja £ = aieq + ... + apeéy,.
Sabemos que existe m = e; + caey + ... + cpe, € Mc(I) tal que my(ey) = vy,
para todo y € I com sup(y) = sup(z) (note que se I N R # 0, entao x pode ser
escolhido em I N R e entdo m = 1).

Seja J = {b € R: existe y € I com sup(y) C sup(z) e y(e;) = b}. Entao
J é um ideal nao nulo de R e, conseqiientemente, existe um subconjunto finito
F ={b1,bs,....,0,} C J tal que Fa =0, a € R, implica a = 0.

Para cada 1 < i <, seja y; = bje; + apes + ... + ape, € I, onde y;(er) = b;.
Entao y; = mb;, para 1 <1 < t. Nosso objetivo é encontrar um isolador em S
modulo P que esteja contido em . Vamos considerar dois casos:

Caso 1. Se os elementos de E comutam entre si, é suficiente tomar como
isolador {yz}lgzgt

De fato, seja z € S tal que y;z € P, para todo 7 =1, ..., t. Pelos resultados do
683, podemos escrever z = 2321 g;m; + v, onde m; € Mc(P), q; € Q,1<j<I
e v =0o0uwv éum resto médulo P. Se v = 0, entao z € P* NS = P e a prova
esta completa.

Suponha v # 0. Sendo que y;z € P segue que y;v € P*, 1 < ¢ < t, pois
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Yi—oqim; € P*. Assim mbjv € P* e como os elementos de E' comutam entre
si segue que mQ[E]bv = Q[E]mb;v C P*. Como P* é primo e m é um resto
modulo P*, obtemos b;v € P*, para 1 < i < t. Seja H um ideal nao nulo de R
tal que vH C S. Segue que bjuH C P*N S = P. Mas sup(b;vh) C sup(v), para
h € H, e v é um resto médulo P*. Assim b;vH = 0. Como R[FE] ¢é livre sobre
Re F = {by,...,b;} é um isolador em R, a dltima relagao implica facilmente que
v = 0. A contradicdo completa a prova deste caso.

Caso 2. Se FE ¢ finito, entao basta tomar {y;e}i<i<iccr.

De fato, seja z € S com y;ez € P, paratodo 1 < ¢ <t, e € E. Como antes,
segue que z = Zé:l ¢;m; +v, onde podemos supor que v # 0 é um resto médulo
P.

Ainda como acima, mbev € P* para 1 <i < t, e € E. Assim mQ[E]b;v C
P*. Segue que bju € P* e a prova pode ser completada como no Caso 1.
O

Para terminar esta mostra de aplicacoes dos métodos desenvolvidos aqui,
vamos mencionar brevemente a seguinte proposicdo e suas conseqiiéncias. A
prova da proposicao sera omitida (ver [Fg] e Proposicao 1.21 de [FPu]).

Proposi¢ao 5.6. Sejam R um anel primitivo, S = R[X] uma extensao cen-
tralizante de R, P um ideal primo R-disjunto de S e P, o correspondente ideal
de V. Se P,y é primitivo, entao P é primitivo.

O radical de Jacobson de um anel A serd denotado por J(A). Dizemos que
A é um anel (Jacobson) semisimples se J(A) = 0.

Corolério 5.7. Sejam R um anel primitivo e S = R[X| uma extensio central-
izante de R. Entao J(S) C 5= Y(QJ(V)), onde j : S — T é a aplicagdo canonica.
Em particular, se S é livre sobre R, entao J(S) C QJ(V)NS.

Demonstracao. Como J(.S) é a intersecgao de todos os ideais primitivos, pela
Proposi¢ao 5.6 segue que J(S) C j71(QF,), para todo ideal primitivo Py de V.

Logo J(S) € nj~H(QPo) = j~H(Q(NRK)) = j-HQI(V)). 0

Coroldrio 5.8. Sejam R um anel semisimples e S = R[F] uma extensao
centralizante livre de R. Suponha que C[E] é um anel semisimples, para todo
corpo C' que é o centroide extendido de um fator primitivo de R. Entao S é um
anel semisimples.

Demonstragao. Por hipétese, existe uma familia de ideais primitivos (P)icL
de R tais que Nier P, = 0. Entdo o anel R; = R/P; é um anel primitivo e
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S; = S/P|E] ~ R|E] é uma extensio centralizante livre do anel primitivo
R. Pela hipétese, J(C[E]) = 0, onde C' é o centréide extendido de R. As-
sim J(S;) = QJ(C[E]) N R[E] = 0, e segue que o ideal nulo de J(S;) é in-
terseccio de ideais primitivos de S;. Entdo, pela correspondéncia biunivoca
entre ideais de S; e ideais de S que contém P;[E], segue que P;[E] é uma in-
terseccao de ideais primitivos de S. Como (; P[E] = 0 resulta que J(S) = 0.

O

Em [FPu], resultados do tipo 5.6, 5.7 e 5.8 sao obtidos para varias outras
propriedades radicais tais como o radical fortemente primo, o radical singular, o
radical de Brown-McCoy e o nilradical superior.

§6. COMENTARIOS FINAIS

Os resultados expostos nestas notas sao mais gerais. Em [F;] estudamos o
caso de um bimddulo sobre um anel primo, definindo os submaddulos fechados e se
provando resultados que correspondem aos apresentados aqui para ideais fecha-
dos. Os resultados para ideais primos de extensoes centralizantes sao obtidos
como caso particular.

Na verdade, em [Fj], estudamos nao somente ideais primos de extensoes
centralizantes, mas também de extensoes intermedidrias. Uma extensao inter-
mediaria W de R é definida como sendo qualquer anel tal que R C W C S, onde
S é uma extensao centralizante de R. Muitos dos resultados aqui apresentados
sao obtidos para ideais de um anel intermediario.

Aplicacoes a teoria de médulos sao obtidos também em [F]. Submédulos nao
singulares e fortemente fechados sao estudados de modo semelhante aos obtidos
aqui para ideais primos nao singulares e fortemente primos.

Queremos mencionar também que em [FPu] sdo aplicados os mesmos métodos
apresentados aqui para estudar ideais primos e radicais de produtos tensoriais
A®p B, onde A e B sao dlgebras sobre um anel comutativo D.

Nao seria justo terminar estas notas sem mencionar os excelentes trabalhos de
Robson-Small e Robson sobre ideais primos em extensoes centralizantes finitas
([RS], [R1]). Estes trabalhos sdo bem anteriores aos meus e poderiam ser consid-
erados precursores dos mesmos. Neles sao estudadas as questoes ja mencionadas
de “lying over”, incomparabilidade, “going up” e “going down”. A maioria destas
questoes tem resposta afirmativa para extensoes centralizantes finitas, general-
izando os resultados conhecidos na Algebra Comutativa para extensoes inteiras.

Finalmente, uma continuacao natural desta linha de pesquisa é o estudo dos
ideais primos em extensoes normalizantes. Uma extensao S O R é dita uma
extensao normalizante de R se existir um sistema de geradores (z;);c;, de S
como R-médulo, tal que Rx; = x; R, para todo i € L. As extensoes normalizantes
finitas, i. e., onde L é finito, tém sido também exaustivamente estudadas, mas
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quase nada foi feito ainda no caso geral. O estudo deste caso é um dos préximos
desafios nesta area.
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