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Sobre critérios de divisibilidade
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A iniciativa de escrever este trabalho foi
motivada pelos cursos destinados a profes-
sores do primeiro grau ¢ desenvolvidos por
nbs sob a promo¢do do Departamento de
Matemdtica da Universidade Federal de
S3o Carlos em convénio com a Subsecretaria
do Ensino Superior do MEC através do Pro-
jeto “Integracdo da Universidade com Esco-
las do Primeiro Grau™. Nestes cursos, senti-
mos a necessidade de mostrar 4 nossa clien-
tela a simplicidade das justificativas dos
critérios de divisibilidade baseados apenas
na compreensdo do sistemz de numeragio
decimal e do algoritmo de divisZo. O propd-
sito deste trabalho fol entfo o de ser uma
pequena introdugdo ao assunto, que tivesse a
caracteristica da adaptabilidade por parte
do professor acos diversos niveis de escolari-
dade dos seus alunos.

Os critérios de divisibilidade, no sistema
de numeragdo decimal, sfo os critérios que

estabelecern em que condigdes o nimero
natural
(1) N=anan_y... azaya9=ay+10a; +

+100a; +...+10% 13 +10%
n-1 n

¢ um muiltiplo inteiro de 2, 3,4, 5,6, 7, etc.
em termos dos algarismos
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29,381,383, ...,8n_3,8n E{Oal :29394553697,859}

De inicio, observamos que um critério
de divisibilidade s6 é 1itil quando for mais
simples do que a propria divisao. E por isso
que nunca lembramos os critérios de divisi-
bilidade por 7 e 13, enquanto dificiimente
esquecemos os critérios de divisibilidade por
2, 4,8, 3,9e 11 com os quais convivemos
desde os primeiros anos de vida escolar:
“N ¢ um miltiplo inteiro de:
2,quandoap=0,2,4,6,0u §;

4, quando 235 = 4o + 10a; ¢ um nuiltiplo
inteiro de 4;

5,quando ap =0 ou 5;

8, quando a;a;ag = ag + 10a; + 1002, é um
miltiplo inteiro de 8;

3 ¢ 9, quando a soma dos digitos aq +a;, +
ta, +... tap) +ay &, respectivainente, um
miiltiplo inteiro de 3 ¢ 9;

11, quando ag—a; +a; + ... +(~1)"a, é um
miltiplo inteiro de 117,

O proposito destas linhas é o de recordar
a simplicidade das justificativas dos critérios
de divisibilidade no sistema de numeragdo
decimal ¢ o de exibir um método de deter-
minagdo dos critérios de divisibilidade efi-
ciente e adaptével a qualquer nivel de escola-
ridade, em que se tenha adquirido a compre-
ensdo:

(i) do sisterma de numeracio decimal repre-
sentada na equagdo (1) e
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(i) do algoritmo da divisdo: para dois nime-
ros naturais dados ae b, com b # 0, existem
dois miimeros naturais univocamente deter-
minados q e T tais que:

a=bg+r, 0<r<b
denominados, respectivamente, quociente e
resto da divisdo de a por b.

Vamos entdo primeiro 3 singeleza das jus-
tificativas dos critérios de divisibilidade por
2e5,4e8,3e9,11;

(a) N=ag+(1031+10032+...+

P 10n'lan_1 + IOnan),
é, respectivamente, um miltiplo inteiro de
2 ¢ 5 quando ap é um méltiplo inteiro de
2 e 5, isto é, quando ay=0,2,4,60u8e
a9 =0 ou 5, visto que a parcela dentro do
paréntesis ¢ sempre um miltiplo de 2 e 5;
(b) N =g4+10a; +(100a; +... +

I ].On_lan_.l + ].Onan)

[respec., N = ag + 10a; + 100a, +
+(10%; + ... +10%1a,_; +10%a,)]

é um miiltiplo inteiro de 4 [respec., de 8]
quando a;ap = a5+ 102; é um miltiplo
de 4 [respec., a;ajaq=ay +10a, +100a,
¢ miltiplo de 8], visto que a parcela dentro

do paréntesis é sempre um miltiplo de 4
[respec., de 8]; )
(©) N=(apta t...+tap., ¥ag)+
+[(10-1)a; + (100~ 1)ay +... +
+ (101 = Day + (10™ - 1ag]

é, respectivamente, um miitiplo inteiro de
3 ¢ 9 quando a soma dos digitos

ao+al+ag+...+an_1 +ag

¢ um muiltiplo de 3 e 9, visto que 2 parcela
dentro dos colchetes é sempre um miltiplo
de3e9;

(d) N=a0—a1+az+...+(-1)nan+
+[11ay +99a, + ...+ (10" - (-1)M)ay]

¢ um miltiplo inteiro de 11 quando a soma

alternada dos digitos

2y —a; ta; +...+(-1)"a,
é um miltiplo de 11, visto que a parcela
dentro dos colchetes € sempre um miltiplo
de 11.

O estabelecimento dos demais critérios de
divisibilidade ¢ de suas respectivas justifi-
cativas tem a mesma simplicidade ¢ con-
cisfio dos critérios agora lembrados e justifi-
cados, Mas o que buscamos no € a exibigio
dos virios critérios, a qual constitui uma ta-
refa intermindvel, e sim a idéia comum subja-
cente a todos os critérios a fim de que possa-
mos construir um método rdpido de determi-
nagdo dos critérios de divisibilidade, Assim
sendo, o leitor disposto a determinar, diga-
mos, um critério de divisibilidade por 7
concluird que, o que importa, sdo os restos
da divisgo de 1, 10, 100, ..., 10"~*, 10" por
7 que sdo respectivamente 1,3,2,6,4,5,1,
3,2,6,4,5, ... pois

N =g, +3a; +2a, + 6a3 +4ag +5a; +...
+[7a; +7-14a, +7-142a5 + 7 - 14282, +
+7+14285a5 +...]
serd um mmiltiplo inteiro de 7 quando
3y +3a; +2a, +6a; +4a, +5as+... for
um miltiplo de 7, visto que a parcela dentro

dos colchetes é um miultiplo de 7.. Um ouiro
critério de divisibilidade por 7 ¢ o seguinte:

N=ao+331 +232 "33—334—235+...
+[7a; +7-14a, +7+14323 +
+7+1429a, + 71428625 + ...}

serd um miltiplo inteiro de 7 gquando
ap+3a; +2a, —az~ 3a3,- Z2as+... for
um multiplo de 7, visto que a parcela dentro
dos colchetes é um multiplo de 7.

Em geral, a idéia do critério de divisibi-
lidade no sistema de numera¢@o decimal pelo
nimero natural nfo nulo p é a seguinte:

N = a5 +10a, + 100a; + ... + 103, =
=(pqo tro)ae +(pqy t11)a; +
+{pgy +1p)az ...+ (pgntrp)an =
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= a9Fg T ayn tazr +... +aprg
+plagge t2:1q; +a2q +... +23qy)

—onde GoeTo, Qi €71, 9z €T, --.,qn € In
indicam, respectivamente, o quociente e o
resto da divisdo de 1, 10, 100, ..., 10" por
p — serd um miltiplo inteiro de p quando
dgTg T 211y F ... + apry for um miiltiplo de p,
visto que a ultima parcela é sempre um miil-
tiplo de p. Portanto, um critério geral de
divisibilidade por p # 0 no sistema de nume-
ragfo decimal € assim epunciado:

“N =apay_q ... 8,8, serd um miltiplo
inteiro de p + O guando e somente guando
agTg * 831y + asrs *...tag_ I tapry for
um muiltiplo inteiro de p.”

Observe que cumprimos o que prometemos
no inicio destas linhas: o método de determi-
nagdo dos critérios de divisibilidade no sis-
tema de numeracdo decimal é baseado ape-
nas na compreensic do sistema de nume-
ragdo decimal e do algoritmo da divisdo.

A Tabela apresentada neste trabalho tem
o objetivo dnico de flustrar o critério de divi-
sibilidade ora enunciado nos casos em que
p=2,3,4,56,7,8,9,10,11,12 ¢ 13.
Paia p=4, p=8 e p=11, constam na
Tabela a ilustragdo do critério enunciado e
o critério equivalente a ele mais conhecido
apresentado no inicio do trabalho, Por exem-
plo, para p = 4, é ficil ver que ay + 2a, serd
um multiplo inteiro de 4 guando e somente
guando a;a, for um nmiltiplo de 4. Para
p=6,7, 12 e 13, temos além da ilustracio
do critério, um outro critério ainda mais
simplificade (por envolver mimeros meno-
res) que foi exemplificado no trabalho para
ocasop=7.

Os critérios apresentados na tabela de
divisibilidade por 6, que é o menor muilti-
plo comum entre 2 ¢ 3, além de serem equi-
valentes entre si, sfo equivalentes aos crité-
dos de divisibilidade por 2 e por 3, tendo
em vista as seguintes considerages:

13) O fato de N ser um multiplo inteiro

de 6 implica claramente que N é um muilti-
plo inteiro de 2 e de 3.

{22) O fato de N ser um miiltiplo inteiro
de 2 implica que ap = a0/2 =0,1,2,30u4
e o fato de N ser um muiltiplo inteiro de 3
acarreta que ap +ay +...+ay é um milti-
plo de 3, isto &, ag +a, +... +ay = 3q para
algum mimero naturalq. Isto posto,

a t+4a, +...+4an =
=2[2(a0ta; +... ta5) - 3a5] =
=2[2:3q-3ap]=
=6[2q-2p]

é um miiltiplo de 6. Este é um dos critérios
da divisibilidade por 6 apresentados na Ta-
bela. Analogamente, a divisibilidade por 12,
que é o menor miliiplo comum entre 3 ¢ 4,
também & equivalente A divisibilidade por 3 e
por 4. Cumpre-nos fazer o registro do gue

este resultado € valido em geral.

A tabela anexa foi o meio encontrado para
a ilustracdo dos critérios de divisibilidade
por 2 até 13, de uma forma organizada e
compacta. A divisibilidade por 13 foi in-
cluida para mostrar a pouca praticidade de
tal eritério. O mesmo ocorre com a divisibi-
lidade por 7. Como observamos no inicio,
esta é a explicagfo do porque nds nunca
lembramos os critérios de divisibilidade por
7 e por 13: tais critérios sdo to trabalhosos
de recordar e de aplicar que é melhor efetuar
a divisio por 7 e por 13. Esta também ¢ a
razfo da inutilidade prdtica da construgdo
de tabelas de divisibilidade mais completas.

Em face do exposto, acreditamos que o
proposito inicial do trabalhio foi alcangado:
recordamos a simplicidade das justificativas
dos critérios de divisibilidade e mostramos
uma maneira de determinagdo desses mes-
mos critérios, que pode ser facilmente adap-
tada pelo professor interessado ao nivel de
escolaridade dos seus alunos.

Antes de finalizarmos, gostariamos de
assegurar a aplicabilidade do processo pro-
posto em outros sistemas de numeragio que
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nio o decimal, mostrando a divisibilidade
por 7 no sistema de numerago com base 8:

Sendo os restos da divisio de 1, 8, 82,..., 8"
por 7 sempre 1, tem-se, em base 8, que se

N = (agap_; -.. 3139)g =
=ay+8a; +...+8" tay_; +8™a,,

onde

ay, 41,---,3n.1, 80 10,1, 2, 3,4,5,6, 7}
serd um muiltiplo de (7); se, e somente se,
a soma de seus algarismos for divisivel por 7,
isto &, se e 86 se agtagt...tay yta,
for um multiplo inteiro de 7.

TABELA DE DIVISIBILIDADE NO SISTEMA DE NUMERACAO
DECIMALDE N = 2pdn-g .-- A28;1 49 POR:

ay +2a; éum miltiplo inteirc de 4

4; 8, éum miltiplo inteiro de 4
™~

a0+3a1 +2a2—a3-3a4+...

28,8y &um miltiplo inteiro de 8

2 | ap é um muiltiplo inteiro de 2, (20 = 0,2, 4,6, ou 8)

3i(@ata, +az+...tay_; +ay) éum miltiplo inteiro de 3

5| ap & um midltiplo inteiro de 5, ‘(ao =0 ou 5)

ap +4a; +4a, + ... +4a; éum miltiplo inteiro de 6

ap~2a, —2a; - ...~ 22y éum miultiplo inteiro de 6

ag + 32, +2a, + 6a; +4a, +... éum miltiplo inteiro de 7

é um miltiplo inteiro de 7

ag +2ay + da, ¢ um miiltiplo inteiro de 8

9| (agp+a, +a; +... +2p) ¢ um miltiplo inteiro de 9
10| a0 é um maltiplo inteiro de 10, isto é, 2, = 0

ap +10a, +a, + 1033 + ...+ (1 ou 10)a, ¢ um miiltiplo inteiro de 11

11
ag —a; +ag — ag +... + (-1)%a; é um miltiplo inteiro de 11
) ap +10a, +4a, +... +da, é um miltiplo inteiro de 12
ap~2a; +da; +... +4a; éum miltiplo inteiro de 12
3 ag +10a; +9a, +12a5 +3a, +4a +...

ap —3a;-4a; ~as+ 3a3+4a;+ ...

& um miiltiplo inteiro de 13

& um miltiplo inteiro de 13
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