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la1as, deixando na mesa vma combinagfo
segura.

III — Suponha que, apds alguma das filas
ter seu nimero de palitos reduzido a zero,
o jogador B deixe uma das filas restantes
com apenas 1 palito. EntSio, basta A {irar
todos os palitos da outra fila, deixando que
aquele dltimo seja retirado por B e, conse-
giientemente, fazendo com que B perca o
jogo.

IV — Suponha que, ap6s uma das filas ter
seu nimero de palitos reduzido a zero, o
jogador B *zera” outra fila. Entdo, basta A
deixar apenas um palito na fila restante,
fazendo também com que B perca o jogo.

V — Suponha que o jogador A deixou
alguma fila com apenas um palito. Entdo,
ocorre uma das trés possibilidades:

a) as duas outras filas t&m um palito
cada uma,

b)-as duas outras filas nfo tém nenhum
palité,

¢) as duas outras filas tém mimeros dife-
rentes de palitos uma da outra que, por sua

vez, ndo serdic 0 ou 1 simultaneamente.

Resumindo; O jogador que conseguir manter
uma combinagfo segura na mesa ganha o
jogo. Assim sendo, se a primeira disposicdo
dos palitos na mesa formar uma combinagdo
segura, a primeira pessoa a jogar vai desman-
char esta combinacdo segura. Logo, o se-
gundo a jogar terd a sorte de poder recom-
por uma combinag@o segura ¢, se ndo errar,
ganha o jogo. Da mesma forma, se a primeira
disposicio dos palitos na mesa ndo formar
uma combinagdo segura, o primeiro a jogar
poderd compor uma combinagdo segura e,
novamente, se nfo errar, ganha o jogo.

Portanto, ganhar {ou ndo) depende da
probabilidade de se ter uma combinagdo
segura na primeira disposicZo dos palitos
na mesa. E também, de entender este artigo.
Ref.: Charles L. Bouton — Annals of Mathe-
matics, ser. I, vol. 3, N? 1, Oct, 1901, p. 35

(Nim, a game with a Complete Mathematical
Theory).

Resta-um, Resta-zero e a operagdo Nim

Carlos Augusto Isnard
Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada
Rio de Janeire, RJ

Uma variante do jogo do NIM ¢ praticada
nas praias brasileiras, com os palitos substi-
tuidos por pontos marcados na areia que vao
sendo apagados pelos jogadores. O jogo se
inicia com seis filas horizontais que tém res-
pectivamente 6, 5, 4, 3, 2 ¢ 1 pontos.

Este jogo é, as vezes, chamado o Res
ta-um.

Os praticantes do jogo conhecem de

memoria as “combinagGes seguras” como
P,3, Tiguaisal,2,30ul,4 50u335,6
ou n, n, O (n=>2), etc. O artigo anterior
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apresenta uma interessante caracterizagfio
matemética dessas combinagBes seguras,
através da representacdo dos nimeros na
base 2.

Mesmo havende uma quantidade arbi-
tréria de filas, a disposiclo na base 2, des-
crita pelos autores, serve ainda para caracte-
rizar as combinagBes seguras: a combinagio
serd segura quando a soma dos algarismos de
cada casa for par, isto &, quando cada coluna
vertical tiver uma quantidade par de alga-
rismos 1. Existe uma excegdo a esta regra
que ocorre quando nenhuma fila horizontal
tiver mais do que um ponto: uma quantidade
fmpar de filas com um s6 ponto € obvia-
mente uma combina¢do segura para o Res-
ta-um.

O Resta-zero ¢é outro jogo, cujas regras
sdo as mesmas do Restaum, exceto pela
definicdo do vencedor: na regra do Resta-ze-
ro o vencedor é quem conseguir apagar o
dltimo ponto. As combinaghes seguras
do Resta-zero tém uma caracterizagfo sim-
ples: s30 as mesmas do Resta-um sem a exce-
¢o desagraddvel no caso em que nenhuma
fila tem mais do que um ponto. E ébvio
que uma quantidade par de filas de um s6
ponto é uma combinagdo segura para o
Resta-zero,

Existe uma interessanite operagdo comu-
tativa e associativa relacionada a esses jogos,
a operagdo Nim, definida no conjunto
Z*'={0, 1, 2, ...} por P@®S=T =P,
8, T é combinacfo segura para o Restazero
(o que significa que é também combinagdo
segura para 0 Restaum,seP>=20uS = 2).

*Temos: n@0=n=0Pn e n@®n=0,
para qualguer n € Z*, de maneira que na
operagdo ), Z* é um grupo comutativo
com identidade O e tal que o inverso de cada
n é o proprio n (o grupo Nim).

Havendo m filas com p;, pz, -.-» P,
pontos, entdo essa combinagido é segura para
o Resta-zero se e somente se

P.= P ® .. ®Pm_1’

ou seja, se e somente se p; @ ... ® p,, = 0.

Por exemplo 2, 3, 4, 5 é combinacio
segura (para o Resta-zero, logo também para
o Resta-um), porque 2 ®3 B4 =5 (cdl-
culo: 2@3=1el1@4=5, pois 1,2,3
e 1, 4, 5 sdo combina¢Bes seguras conhe-
cidas).

Da mesma maneira 1, 5,4, 3,2, 1 é com-
binagdo segura para ambos os jogos porque
1®5@4=0 ¢ 1@3D2=0 (pois
1,4, 5 e 1,2, 3 sdo combinagGes seguras).

A seguinte regra é (til quando os niime-
ros s30 muito grandes: Se P < 2k, entio
X+P=2"@®P (P, KEZ*. Em conse-
q]i(iéncia, se P<2K ¢ §< 2K entgo2X + P,
2* + 8, T ¢ combinagdo segura, se e somente
se P, §, T é combinagio segura (P, S, T,
kezZ%).

Como aplicagdo, algemas computagSes
Nim:

19, 21, 6 ¢é combinagio segura porque
19®21=(16@®3)D(16®35)=3D5=
= 6; podemos calcular 3D5=2OH®
BED1)=2®4=6 (usamos virias ve-
zes 2X@P=2% + Pse P< 2K P,k €Z%).
No filme “O ano passado em Marienbad”
O jogo aparece vdirias vezes com cartas de
baralho no lugar de pontos ou palitos,
iniciando-se com a combinagdo 7,5,3,1
que é uma combinacdo segura porque
1 ®3D5DT7=205®@7=
=20UP1NDPEADN=201D3=0

ou porque na base 2 temos

7: 111
5: 101
3: 11
1: 1
224,
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