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Resumo — Este trabalho tem como objetivo divulgar e

compartilhar a experiéncia que tem sido realizada no
Instituto de Matematica da UFRJ (IM-UFRJ) no sentido de
incorporar o uso do computador e de sistemas
computacionais algébricos, no caso o MAPLE, em
disciplinas de calculo.
As atividades desenvolvidas procuram valorizar o
pensamento matematico ¢ privilegiam uma abordagem
exploratoria baseada na cadeia — explorar — conjeturar —
concluir — demonstrar, promovendo, dessa maneira, uma
mudancga no esquema definicdo — teorema —
demonstragdo — corolario usado, tradicionalmente, para o
ensino de calculo. A estratégia adotada visa envolver o
aluno no processo de "fazer matematica", transformando-o
de paciente em agente do processo educativo.

Termos de referéncia — Ensino de Calculo, computador no
ensino, aprendendo calculo com Maple.

INTRODUCAO

Tanto no Brasil como no exterior, o ensino de Calculo ocupa
uma porg¢ao consideravel do curriculo dos cursos das mais
diversas areas. Este fato se justifica, pois desde o século
XVIIL, o calculo tem se revelado a principal ferramenta
matematica para aplicacdes cientificas e tecnoldgicas.
Talvez porque as origens e aplicagdes do calculo sejam tdo
antigas e tradicionais, os textos que utilizamos hoje para o
seu ensino, com pequenas diferengas de conteudo no mundo
inteiro, seguem uma filosofia educacional iniciada no século
XIX, originaria na concep¢dao de um modelo de ensino
estruturado e institucionalizado em torno da "Ecole
Polytechnique" de Paris cujos diversos "cursos" escritos e
editados serviram, mais tarde, para o modelo de ensino de
ciéncias e matematica em todo mundo. Estes textos e nossas
aulas, neles baseadas, seguem a metodologia sumarizada na
cadeia definicdo — teorema — demonstracdo — corolario
(aplicagdes).

Esta forma de apresentagdo da matematica como um
corpo de conhecimento pronto e acabado ¢ resultado de um
processo de filtragem que esconde os esforcos criativos
existentes por detras de cada resultado obtido, oferecendo
pouca margem de indagacdo e analise e impedindo, em
tltima analise, que o aluno seja colocado diante do desafio
de conduzir um processo de investigacdo cientifica ou de
aprecia-lo com visao critica.

Por outro lado, muito se tem falado das inumeras
possibilidades potenciais que se abrem no processo ensino-
aprendizagem, a partir da introdu¢do do computador como
um novo e poderoso recurso didatico. Desde sua
populariza¢do, o problema-desafio que enfrentamos, ¢
descobrir a maneira adequada de canalizar este potencial de
modo a obtermos um salto qualitativo na aprendizagem de
matematica, de um modo geral, e do calculo, em particular.

A primeira parte deste artigo ¢ voltada para a descrigdo
da filosofia, objetivos e estratégias que norteiam o trabalho
desenvolvido no IM-UFRJ. Na segunda parte, sdo fornecidos
alguns exemplos focalizando pelo menos quatro aspectos
nos quais a abordagem computacional pode ter um impacto
significativo na qualidade do ensino que ministramos.

PRESSUPOSTOS, OBJETIVOS E ESTRATEGIAS

Sistemas de computagdo algébrica, como o MAPLE e o
MATHEMATICA, por exemplo, podem conduzir a novas
maneiras de lidar com problemas permitindo o
desenvolvimento de dezenas de "experiéncias matematicas"
que ajudam os alunos a visualizar, experimentar, fazer
conjecturas razoaveis, idealizar como provar estas
conjecturas, obter novas provas, perceber conexdes entre
conceitos e teorias e até mesmo, chegar a novas definigdes.
Estas implicagdes apontam na diregdo da reformulagdo de
curriculos e metodologias de ensino onde se diminua a
énfase no desenvolvimento de habilidades mecanicas e em
técnicas algébricas, voltando-se o foco principal para a
compreensdo dos conceitos de tal maneira que o "por qué"
seja, no minimo, tdo importante do que o "como".

Quando sistemas computacionais algébricos sdo usados para
ensinar calculo, investigagdes sobre qualidades tipicas da
ferramenta - o que elas podem, ou ndo podem, fazer ¢ como
fazem - devem ser incluidas entre os conteudos abordados.
Exemplos simples deste tipo de investigacdo surgem a partir
da tentativa de se compreender imagens obtidas como saidas
a determinados comandos. O grafico da figura 1 é o que
aparece na tela do computador quando o comando "plot" do
Maple, utilizado para obter graficos de funcdes, ¢ usado para
tracar o grafico da fung¢do raiz cubica.

> plot(x"(1/3),x=-3..3);
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FIGURA 1
Tendo em vista que este ndo ¢ o grafico correto desta
fungdo, investigagdes visando a descobrir como a figura
acima foi produzida e o que fazer para obter o grafico
correto, podem suscitar questdes interessantes sobre
igualdade e dominio de fungdes, fungdes inversas, simetrias

¢ paridade. A propdsito, o MAPLE define x'? como

eI e g grafico correto pode ser obtido de duas

maneiras: utilizando-se o comando "plot" conjugado ao
comando "surd(x,n)" (plot(surd(x,3),x=-3..3)), que calcula a
raiz enésima de x, ou ao comando '"piecewise"
(plot(piecewise(x>0,x"(1/3),x<=0,-abs(x"\(1/3))),x=-3..3)
que define uma fun¢ao por partes.

O poder computacional da ferramenta utilizada pode e
deve definir o tipo de atividade desenvolvida em classe. As
capacidades graficas destes sistemas tornam possivel
aprender e ensinar os fundamentos do célculo de uma forma
completamente diferente da maneira tradicional. Enquanto
algumas habilidades e técnicas ndo t€ém mais a mesma
importancia do que ha alguns anos atras, os alunos devem,
agora, desenvolver a capacidade de controlar e analisar as
saidas computacionais obtidas por meio de comandos e/ou
rotinas computacionais, em casos simples. Além disso, a
integragdo entre os aspectos grafico-geométricos, analiticos
e numéricos dos conceitos abordados tem um enorme
potencial de aumentar a capacidade dos alunos na resolugéo
de problemas nos quais o Calculo ¢é a ferramenta basica.

Nesse sentido, quando usamos as facilidades graficas
desses sistemas computacionais fica muito mais facil estudar
as nuances e caracteristicas locais de cada grafico. Para isso,
buscam-se "janelas" adequadas, onde se mostra apenas a
parte do grafico que se quer estudar. A escolha da "janela"
sera determinada tanto pela fun¢do que se pretende
visualizar quanto pelo tipo de caracteristica ou
comportamento que se quer estudar. Os exemplos a seguir
visam a ilustrar estas idéias.

A figura 2 mostra o grafico do polindomio

y= x°+9x* —19x* —241x* —=150x + 200, tracado

com a ajuda do Maple, para valores de x variando no
intervalo [-10,10]. Na tentativa de melhor visualizar suas
caracteristicas locais, tragamos um outro grafico, a figura 3,
restringindo a variag@o de y ao intervalo [-10,10].
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Embora o grafico da figura 3 pare¢a nos dar menos
informagdes que o da figura 2, ele permite localizar, com
uma certa precisdo, os zeros da func¢do. Analisando esses
dois graficos e usando alguns conceitos de calculo podemos
encontrar uma janela mais adequada para melhor
visualizarmos os extremos do polindmio estudado.

A figura 4, mostra o

f)= x’ —6x> —12x+49
(x=2)(x=7)

Maple no intervalo [-1000,1000]. Evidentemente, esta nio ¢é
uma representagdo grafica adequada para a fungdo
considerada; no entanto, esta imagem sugere a existéncia de
uma assintota inclinada ao grafico da fun¢éo e pode servir de
motivagdo tanto para tentativas de provas desta conjectura
quanto para a necessidade de definigdes precisas e para o
desenvolvimento de estudos a respeito da existéncia de
assintotas e de outras fungdes limitantes, bem como do
método a ser empregado para determina-las.

1000
8004
6004
4004
2004

grafico da funcdo

, tragado com a ajuda do

-1000 -500 600 -400 -201 200 400,600 800 1000

-4004
-6004
-B007
10004

FIGURA 4
A igualdade:
X —6x*—12x+49 9 14
=x+3- +
(x-2)(x—-7) S5(x—-2) 5(x-7)

obtida, sem dificuldade, com o auxilio do programa
computacional, indica ndo s6 o caminho a seguir como
também a equagdo da assintota ao grafico da fungio.

Tragando-se, na mesma janela ([-10..15] por [-10..15]),
os graficos da fungdo f'e dareta ¥y =x+3, a imagem obtida
parece confirmar que a reta em questdo ¢ realmente a
assintota procurada.
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Esta conjectura é facilmente demonstrada a partir do

exame dos limites
i x3—6x2—12x+49_er3 .

x—> (—0) (x—2)(x—7)

lim X~ 62" ~12x+49 —x+3|. Além disso, a

X — © (x—2)(x—7) ,

figura 5 parece indicar também que o grafico intercepta a
sua assintota em algum ponto entre -10 ¢ -5. Esta conjectura
pode ser facilmente investigada, e provada com a ajuda do
computador, ou tragando-se um novo grafico com uma
janela adequada envolvendo o ponto que procuramos ou,
entdo, resolvendo-se a equagdo fix) =x + 3 com o comando
solve ( solve((x"3-6*x"2-12*x+49)/((x-2)*(x-7))=x1+3,x)

O trabalho desenvolvido no IM-UFRJ explora pelo
menos cinco aspectos nos quais a abordagem computacional
pode ser usada para apresentar a matematica como um
assunto vivo, em constante construcdo, transformando a
tarefa de ensinar-aprender calculo numa atividade criativa,
que exige, necessariamente, a participagdo ativa tanto de
alunos como de professores. Estes aspectos so:

(a) desenvolvimento de modos alternativos para a
introducdo dos conceitos;

(b) desenvolvimento de "experiéncias matematicas"
baseadas no tripé explorar-conjecturar-concluir/demonstrar;

(c) integracdo dos aspectos grafico-geométricos,
analiticos e numéricos, incluindo a visualizacdo e
interpretacdo geométrica de resultados e teoremas;

(d) apresentacdo e desenvolvimento de projetos de
modo a permitir a aplicacdo dos conceitos e resultados a
situagdes e problemas que os alunos nunca tenham visto
antes;

(e) realizacdo de trabalhos rotineiros de calculo longos,
tediosos ou cansativos, liberando o tempo de alunos e
professores para pensarem criativamente.

Dentro da abordagem proposta, as "experiéncias
matematicas" sdo desenvolvidas em laboratorios de micro-
computadores, com dois alunos por maquina e as aulas
expositivas sdo realizadas com o apoio de projetores
multimidia.

Além do desenvolvimento de habilidades de
comunicag¢do oral e escrita, os projetos visam a desenvolver
habilidades para a modelagem de situagdes reais e, por
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fugirem do padrdo usual de exercicios e problemas tipicos
que aparecem nos livros de calculo, exigem um nivel mais
alto de dedug@o, analise e critica, por isso foram concebidos
para serem desenvolvidos em grupo.

Tanto os projetos como as atividades em laboratorio
estimulam o trabalho colaborativo tdo importante na
sociedade  super-especializada em que vivemos, onde
equipes interdisciplinares sdo cada vez mais imprescindiveis
para o desenvolvimento de projetos complexos. Dessa
forma, experiéncias que incorporem o raciocinio e a forma
de pensar de outra pessoa a sua propria forma de pensar e
raciocinar, sdo um ingrediente importante e essencial na
formacdo do profissional do século XXI.

O material utilizado forma um conjunto de textos
eletronicos, interativos, preparados com auxilio do MAPLE,
podendo ser adaptado para utilizagdo a partir de qualquer
outro sistema computacional algébrico, como mostram os
exemplos da proxima secao.

COLOCANDO AS IDEIAS EM PRATICA

O objetivo das secdes que se seguem ¢ ilustrar com alguns
exemplos e comentarios, como os aspectos citados podem
ser explorados, durante um curso de calculo, com o auxilio
de um computador equipado com um sistema computacional
algébrico. E claro que, na maioria das atividades
apresentadas, mais de um dos aspectos citados estdo
envolvidos. No entanto, pretendemos chamar ateng@o para
aquele que, em cada caso, predomina sobre os demais.

Tracado de graficos em computador: Introduzindo os
conceitos de retas tangentes e linearidade local

O Maple e varios outros sistemas computacionais algébricos
tracam o grafico de uma fungio y = f(x), num

determinado intervalo [a,b] gerando uma lista de pontos da
forma (x,f(x)) através de um algoritmo interno que os
distribui inteligentemente e os liga por segmentos de reta,
obtendo assim uma boa aproximagdo do grafico da fungdo
desejada. Examinar como, por qué e para que funcgdes este
método funciona pode servir como investigagdo inicial para
motivar a introdugdo dos conceitos de reta tangente,
linearidade local e diferenciabilidade.

A idéia é usar o computador como um poderoso
microscopio para examinar o comportamento local do
grafico da fung@o. A técnica, que chamamos de zooms
sucessivos, consiste em aumentar a cada passo, a ampliacdo
obtida pelo computador/microscopio. Este efeito pode ser
obtido tragando-se sucessivos graficos da fungdo em
intervalos do tipo [x—8,x+ 3], para valores de O cada
vez menores. Usando essa técnica, os alunos poderdo
observar que a medida que o comprimento do intervalo
diminui, o grafico da funcdo se assemelha cada vez mais a
uma linha reta. Dessa maneira, ¢ possivel caracterizar reta
tangente a uma dada curva como a reta que aproxima ou se
confunde com a curva na vizinhanga do ponto de tangéncia.

Resposta a indagacdes do tipo:
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(a) qual a declividade da tangente a curva num dado
ponto?

(b) dado o ponto de tangéncia, qual a equagdo da reta
tangente a curva?

(c) como ¢ possivel, com a ajuda do nosso
computador/microscopio, calcular a declividade da reta
tangente ao grafico de uma fun¢do, num dado ponto da
mesma?

(d) € possivel imaginar uma funcdo cujo grafico nio se
parega com uma linha reta usando-se a técnica de zoom,
descrita acima?

surgem naturalmente e podem conduzir a outras
investigagdes que consolidam e aprofundam o conceito de
linearidade local. Por exemplo, a resposta ao item (c) conduz
a aproximagdo da declividade da tangente pela declividade
de secantes, a introducdo intuitiva do conceito de limite ¢ a
definicdo geométrica da derivada de uma fungdo como
declividade da reta tangente a curva. A resposta ao item (d)
leva ao exame de dois comportamentos distintos, estudando

por exemplo os graficos das fungdes f (x)=|x|e

g(x)=sen(l/x)na x=0. Estas

exploragdes levam naturalmente a conceituagdo de fungdo
diferenciavel em um ponto.

Um outro conceito a ser explorado a partir da maneira
como o computador traga graficos € o de continuidade. As
figuras 6, 7, 8 € 9 mostram os graficos das fungdes fix) = |(x-
DI/(x-1), g(x) = (&% - 9)/(x — 3), h(x) = 1/(x — 1) e k(x) = 1/(x
—1)*, respectivamente, tragados com a ajuda do Maple.

vizinhanca de

FIGURA 6
1| {1 |
| 5 | |
24 | |
] - J0
. ] o
FIGURA 8 FIGURA 9
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O grafico da figura 6, evidentemente, ndo pode ser o grafico
de uma fungdo. Entender porqué ¢ este o grafico que surge
na tela, a partir do conhecimento da forma de como o
programa traga grafico, conduz diretamente ao estudo de
fungdes descontinuas. Os graficos da figuras 6 e 7 permitem
concluir que ha diferentes tipos de descontinuidades. Este
estudo pode ser motivado por questdes do tipo: o primeiro
grafico pode ser o grafico de uma funcido? Para que tipos de
fungdes o programa traga este tipo de grafico? O que leva o
Maple a tragar o grafico da figura 7 como se fosse o de uma
reta? Por que aparece uma reta vertical quando o Maple
traga o grafico da funcdo A? Se esta reta é a assintota ao
grafico da func¢do A, por que uma reta semelhante ndo
aparece ao tragcarmos o grafico da funcdo £? Qual a diferenca
no comportamento dessas duas ultimas fungdes para valores
de x proximos de 1?

Visualizando Teoremas, Idealizando Provas e Integrando
Aspectos Geométricos e Analiticos

Uma das aplicagdes mais 6bvias do uso do computador no
ensino esta relacionada a representacdo de superficies em
trés dimensdes. Como a grande maioria dos professores nao
tem habilidades artisticas suficientes que permitam
representar numa superficie bidimensional (folha de papel
ou quadro-negro) esses graficos, a sua visualizacdo sempre
representou um problema em cursos de calculo. Nesse
sentido, o computador pode ser de grande ajuda no estudo
das superficies, pois estas superficies podem ser rapidamente
desenhadas e manipuladas na tela de modo a permitir
visualizagdes sob diferentes angulos. Dessa maneira, ¢
possivel ndo somente visualizar sua forma bdasica mas
também observar e estudar caracteristicas importantes, tais

como, extremos relativos, pontos de sela e
diferenciabilidade, por exemplo.

Ao lado dessas visualizagdes tridimensionais,
enquadram-se também na classe das aplicagdes

computacionais 6bvias as animagdes que ilustram o Método
de Fermat para o calculo da declividade da tangente por
meio de aproximagdes por declividades de secantes e o
calculo aproximado da area sob uma curva por meio de
somas de Riemann e a conseqiiente definicdo da integral
definida como o limite dessas somas, dentre outras.

Idealizando provas

Usando graficos, é possivel chegar a conclusdes a respeito
da existéncia de limites ndo triviais, chegar a uma conjectura
para o seu valor e idealizar uma possivel maneira para
provar a conjectura feita.

Por exemplo, a figura 10 nos mostra o grafico da fungao
g(x) = x cos® (1/x) e nos sugere como usar o Teorema do

Confronto para concluir que. lim g(x)=0. Por meio da
x—0

figura 11 ¢é possivel estimar o valor do limite
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Realizando trabalhos longos e cansativos e (ainda)
aprendendo calculo

Os sistemas de computagdo algébrica tais como o Maple,
podem ser utilizados, inteligentemente, para realizar
trabalhos rotineiros de calculo, liberando alunos e
professores para pensar, imaginar e criar. Além disso,
podemos usar a maquina para mostrar a nossos alunos
porqué, apesar da maquina, precisamos saber calculo.
Programas computacionais algébricos estdo sendo cada vez
mais usados, por exemplo, no célculo de integrais. O Maple
utiliza o comando int(f(x),x) para realizar estes calculos,
como vemos abaixo.

> Int(x*3*sqrt(x*4+2),x): Yo=int(x*3*sqrt(x*4+2),x)+c;

3/2)

(
4
+
Jx3«/x4+2 dxz(x62)+c

No entanto podemos usar o Maple, inteligentemente,
para executarmos ¢ ilustrarmos, passo a passo o método da
substituicdo. Isto é possivel porque o Maple possui uma
subrotina, changevar(u = g(x), Int(f(x),x),u), que permite que
se calcule integrais usando uma determinada substitui¢do de
variaveis. Existem, ainda, integrais que sdo perfeitamente
possiveis de serem resolvidas por substituicdo mas que o
Maple e outros sistemas de computagdo algébrica
semelhantes, ndo conseguem resolver. No entanto, se
usarmos a subrotina acima, dizendo ao programa que
substituicdo deve ser feita, a cada passo, "ensinamos" ao
computador como calcular a integral em questao.

CONCLUSOES

A utilizagdo de sistemas computacionais algébricos no
ensino de calculo permite a realizacdo de "experiéncias
matematicas" que facilitam o surgimento de conjecturas,
promovem a integracdo de aspectos geométricos e analiticos
e, valorizando o pensamento matematico, podem ter um
impacto significativo na  qualidade do ensino que
ministramos. Freqiientemente, os experimentos € projetos
com o computador sobrepassam, em muito, as aulas
expositivas e, especialmente os projetos, devem estar
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relacionados a situagdes reais clarificando para o aluno a
relagdo intima matematica-natureza.

Essas novas possibilidades devem ser consideradas na
(re)definigdo de curriculos, na atualizagdo das ementas e no
estabelecimento de novas metodologias de aprendizagem,
sem detrimento de uma sélida formacdo matematica, ao
contrario, desvendando para o aluno, o prazer, a beleza e o
verdadeiro significado de '"fazer matematica". Os
professores devem estar preparados para responder e
explorar as questdes matematicas que surgem no decorrer
das experiéncias, assim como aproveitar caracteristicas
especificas do programa utilizado para diminuir a énfase no
desenvolvimento de habilidades mecéanicas e em técnicas
algébricas, deslocando o foco das aulas do "como" para o
"por qué".

Professores que tém participado da experiéncia
desenvolvida nos ultimos cinco anos no IM-UFRJ ou que ja
tiveram oportunidade de observar os alunos em aulas de
laboratorio sdo testemunhas da mudanga que se opera tanto
na atitude dos alunos, em geral passiva nas aulas
tradicionais, quanto na maneira de encarar o aprender e o
entender matematica.

O sucesso do uso dessas novas tecnologias no processo
ensino-aprendizagem, no nosso entender, repousa na
compreensdo do porqué usa-las e na redefini¢do de praticas
docentes que estabelegam o como usa-las. Esperamos que
nosso trabalho possa contribuir de alguma forma nesta
diregdo.
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