Congruéncias

1. Congruéncia médulo m

1.1. Definicao

Dizemos que a é congruente a b médulo m e escrevemos a = b (mdéd. m) se, e somente se, a e b deixam o
mesmo resto na suas divisdes euclidianas por m.

Em particular, se r é o resto da divisdo de a por m, entdo a =r (méd. m).
1.2. Propriedades Operacionais
Sejam a=b (méd. m) ec=d (mdd. m), entdo

1) a+c=b+d (méd. m)

(

(2) a—c=b—d (méd. m)

(3) na=nb (mdd. m) para todo n natural
(4) ac=bd (méd. m)

(5) @™ =b" (mo6d. m) para todo n natural

As propriedades operacionais nos dizem que a congruéncia médulo m funciona quase como igual, pois
d4 para somar, subtrair e multiplicar congruéncias. Porém ainda nao podemos dividir.

Uma situacao em que podemos dividir é quando “cancelamos”:
(6) Se m é inteiro tal que mdc(m;n) =1, na=nb (méd. m) < a=b (mdéd. m)
Mas atencao!! Isso s6 vale quando mdc(m;n) = 1!

Vejamos como congruéncias sdo uteis:
Exemplo 1.1.
Calcule o resto da divisdo de 22992 por 101.
Resolugao

Observe que quando falamos em resto da divisdo por um niimero m podemos pensar em congruéncias mod m.
Assim, vamos calcular 22°°2 méd 101.

Temos que uma poténcia de 2 “préxima” de 101 é 27 = 128. Temos

27 =27 (méd. 101) = 2" =729=22 (méd. 101)
= 2% =484 = -21 (mdéd. 101)
= 290 =441= —64 = —-2° (méd. 101)
= 20 = 1 (méd. 101)

Que bom, encontramos 2°° = —1 (mdéd. 101)! Agora podemos elevar os dois lados a qualquer niimero
inteiro positivo!! Como 2002 = 50 - 40 + 2, temos

92002 — 9304042 — (950)10 . 92 = (_1)90.92 = 4 (méd. 101),

ou seja, 22002 =4 (méd. 101). Logo o resto da divisdo de 22°92 por 101 é 4.



Uma boa estratégia na hora de calcular uma poténcia a™ médulo m é procurar um expoente d tal que
a” =+1 (méd. m).

Exercicios

01. Determine o resto das divisdes de

(a) 4% por 3

(b) 209 por 17

(¢) 2000- 2200 _ 1 por 3

02. Encontre o resto da divisao de 52° por 26.

03. Mostre que (8355 + 6)18 — 1 é divisivel por 112.
04. Mostre que

(a) 270 4+ 370 ¢ divisivel por 13

b) 22225555 4 55552222 ¢ divisivel por 7

( p

05. Em cada casa do tabuleiro de xadrez, hd o nimero de graos
de trigo indicado, como mostra a figura. O cavalo de Bruno & | 963|962 | 961
Bernardo comeca a se movimentar no tabuleiro, de acordo com
as regras usuais, a partir de uma casa qualquer. Quando ele
atinge uma casa, come todos os graos nela existentes (mas ele
nao come os graos da casa inicial). Quando ele deixa uma casa,
nos recolocamos a mesma quantidade de graos que nela existiam.
Depois de um certo tempo, o cavalo de Bruno & Bernardo retorna
a casa inicial e come os graos nela existentes. Prove que o nimero
de graos que o cavalo de Bruno & Bernardo comeu durante sua
viagem ¢é divisivel por 3. 2101217 21%

215 214 213 212 211 210 29 28

20 |2t | 22|23 |24 |25 | 26|27

06. Encontre os dois tltimos digitos de

(a) 7100

(b) 22000

(C) 5600 + 19200

(d)

07. (a) Mostre que 81| 99...9 .
—

nove noves

72000 X 2300

(b) Determine o menor nimero da forma 99...9 que é divisivel por 17.

08. Prove que, para todo n natural, 37712 + 167+ + 23" ¢ divisivel por 7.

09. Mostre que, para todo n natural, 722712 — 472" 4 2827~ ¢ divisivel por 25.

10. Mostre que, para todos k,m,n naturais, 5°#*1 4 45m+2 4 357 ¢ divisivel por 11.
11. Mostre que

(a) 25 —1 e 2% +1 sdo primos entre si.

(b) 232 +1 e 2%+ 1 sdo primos entre si.

12. Mostre que 41 divide 11...1 (onde hé 5k digitos 1, k inteiro positivo).

13. Mostre que 91 divide 11...1 (onde hé 6k digitos 1, k inteiro positivo).



2. Usando congruéncias para resolver equagoes com nimeros inteiros

As congruéncias ajudam bastante também na hora de resolvermos equacoes em inteiros (chamamos tais
equacoes de diofantinas).

Exemplo 2.1.
Encontre todos os niimeros naturais = e y tais que 2* = 3¥ — 1.
Resolugao

A primeira divida que poderia surgir é “que médulo vamos usar?” Lembra que uma estratégia era obter
algo congruente a £17 Aqui néo é diferente. Podemos, por exemplo, ver a congruéncia médulo 4, que é
pertinho de 3 e é uma poténcia de 2:

2 =3V -1 = 2"=3Y—-1 (méd.4) < 2°=(-1)Y =1 (méd. 4)

Se z =0, temos 20 =3Y —1 <= 3Y¥ =2, 0 que ndo é possivel. Se x =1, temos 2! =3¥ —1 < 3¥ =
3 <<= y=1,logoxr=1ey =1 ¢&uma solucdo.

Se z > 2, temos 2 = 0 (méd. 4). Logo devemos ter (—1)Y —1 = 0 (mdd. 4), o que ocorre se, e
somente se, y é par. Assim, y = 2a, onde a é natural e temos

27 =320 _1 &= 2" = (3" - 1)(3° + 1)

Como 3% — 1 e 3% + 1 sdo divisores de uma poténcia de 2, entdo 3* — 1 e 3% 4+ 1 sdo ambas poténcias de
2. Mas a diferenca entre elas é (3% + 1) — (3% — 1) = 2, e as Unicas poténcias de 2 tdo “préximas” assim sdo
2 e 4. Conseqiientemente, 3* —1 =2 <= a=1elogo y =2 e x = 3. Enfim, as unicas solucbes sdo z = 3
ey=2exz=y=1.

Exercicios

14. Encontre todos os pares de inteiros positivos (x;y) tais que 2* = 1 + 3Y.

15. Encontre todos os inteiros positivos x e y tais que 3* —2Y = 7.
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