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Introducao

Os grupos nilpotentes constituem uma familia muito importante de gru-
pos e seu estudo nos pareceu particularmente adequado para um curso com
o espirito proposto para a primeira Bienal de Matemética da SBM.

Além de se tratar de um toépico que nao é usualmente aprofundado nos
cursos regulares de graduacgao ou de poés-graduagao, ele tem a vantagem de
que é possivel exibir belos teoremas de estrutura para os grupos nilpotentes
finitos e finitamente gerados. Ainda, como estes grupos estao, de alguma
forma, proximos dos grupos abelianos, isto nos da a oportunidade de compa-
rar os resultados, ver o que se mantém e o que se perde de informacao sobre
estrutura, quando passamos dos grupos abelianos aos nilpotentes.

As notas que aqui apresentamos sao apenas uma introducao a este ass-
unto fascinante. Mesmo assim, acreditamos ter coberto, da forma mais clara
e didatica que nos foi possivel, uma série de temas nem sempre explicitos
nos textos classicos.

H4 na literatura excelentes livros bésicos sobre teoria de grupos, como
os de M. Hall [7], J.J. Rotman [19], W.R. Scott [20] e D.J.S. Robinson [18].
No6s tomamos como base para o desenvolvimento destas notas a secao 1.5
do texto que escrevemos como pré-requisito para assuntos mais avancados,
em co-autoria com o Prof. S.K. Sehgal [16] e utilizamos, como referéncia
complementar, o texto classico de P. Hall [10].

Como sempre acreditamos que é muito importante para o futuro pesqui-
sador compreender os processos que levaram a introducao de determinados
conceitos ou a demonstracao de certos teoremas procuramos, sempre que
possivel, incluir notas histéricas ao longo do texto. Para isso usamos co-
mo referéncia um artigo de G.A. Miller [15] e o livro de B. Chandler e W.
Magnus [3].






Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos lembrar alguns resultados fundamentais da teoria dos
grupos que serao mecionados mais adiante. Devido as obvias limitagoes de
tempo e espaco, alguns destes serdo enunciados sem demonstragdo. Apenas
aqueles essenciais para o desenvolvimento do assuto central destas notas
serao demonstrados cuidadosamente.

Na primeira secao tratamos dos teoremas de Sylow, que sao de referéncia
constante em qualquer curso sobre Teoria dos Grupos e na segdo seguinte
discutimos brevemente os teoremas de estrutura para grupos abelianos fi-
nitamente gerados. Uma das preocupagoes constantes na algebra é obter,
precisamente, teoremas de estrutura; isto é, descrever como determinados
objetos de estudo podem ser construidos a partir dos objetos mais simples
da mesma categoria. No caso dos grupos abelianos finitamente gerados, isto
pode ser feito de uma forma particularmente satisfatoria. Incluimos aqui
estes resultados para servirem de comparacao com teoremas similares que
iremos obter para os grupos nilpotentes e que sao o principal objetivo do
texto.

1.1 Acoes, p-grupos e subgrupos de Sylow

O primeiro teorema da teoria abstrata dos grupos é devido a Arthur Cayley
[2] e estabelece que todo grupo é isomorfo a um grupo de permutacdes .
Para demonstrar este teorema, se associa, a cada elemento a de um grupo

1O artigo de Cayley referido acima, escrito em 1854 é hoje considerado como o primeiro
trabalho em teoria abstrata de grupos. Os resultados anteriores, de Lagrange, Galois,
Ruffini e Cauchy foram obtidos no contexto particular dos grupos de permutagoes.
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G, a permutagao f, € Sg definida por f,(g9) = ag para todo g € G e logo
se prova que a aplica¢do a — f, ¢ um monomorfismo de G no grupo das
permutacoes Sg = {f : G — G | f € uma bijecao}.

Esta idéia pode ser formulada de uma forma mais geral.

Definicao 1.1.1 Sejam G um grupo e M um conjunto. Diz-se que G age
em M via ¢ se existe um homomorfismo ¢ : G — Syy.

Na demonstracao do Teorema de Cayley descrita acima, esté se utilizando
uma acao de G em si mesmo. Um outro exemplo é o seguinte.

Exemplo 1.1.2

Seja {v1,...,v,} uma base de um espacao vetorial V' de dimensao finita
sobre um corpo K. Como todo elemento v € V pode-se escrever de modo
tnico como uma combinagao linear v = 3" | k;v;, k; € K,1 <14 < n, pode-
mos definir uma ac¢ao do grupo S, das permutacoes de n elementos em V
da seguinte forma. Dado o € S, definimos f, : V — V por:

fo (Z k‘ﬂh’) = Z kivg iy-
i=1 i=1

Como f, aplica a base {v1,...,v,} sobre a base {v,(1), ..., V(n)}, segue
que f, € bijetora, donde f, € Sy, e um célculo simples mostra que a apli-
cagdo ¢ : S, — Sy dada por o — f, ¢ um homomorfismo.

Dada uma acao ¢ : G — S do grupo G num conjunto M, e elementos
g € G,x € M, vamos denotar abreviadamente por gx a imagem de z € M
pela aplicacao ¢(g) € Sy. Dados dois elementos x,y € M diz-se que x é
G-equivalente a y se existe um elemento g € G tal que gz = y. E facil
verificar que esta é uma relacao de equivaléncia. As classes de equivaléncia
de M sob esta relacdo chamam-se as 6rbitas de M sob a acado de G.

Assim, dado um elemento x € M, a orbita de x sob a ac¢do de G é o
conjunto:

Orb(z) = {gz| g€ G}.

O conjunto
Gy, = {9€eG|gr=ux}

é um subgrupo de G chamado o estabilizador de z.
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Um elemento z € M diz-se um ponto fixo sob a acao de G se Orb(x) =
{z} ou, equivalentemente, se G, = G. Note que um argumento de contagem
mostra que, para um dado elemento x € M tem-se que

1.1.3

G|
@) = 16
Consideraremos agora uma ac¢ao muito importante de G em si mesmo. A
cada elemento a de um grupo G associamos o automorfismo interior induzido
por a; que é a aplicacdo o, : G — G dada por o.(z) = axa™!,Vz € G.
A o6rbita de um elemento g € G sob esta acdo chama-se sua classe de
conjugacao e seu estabilizador chama-se o centralizador de g em G e
estao dados por:

= (G:Gy).

Clg) = {a gz |z € G},
Cclg) = {r € G |xg =gz}

Note que é muito facil provar que C(g) é um subgrupo de G.

Observamos também que dois elementos diferentes z,y € G definem
o mesmo conjugado de g em G se e somente se xgr~! = ygy~!
(7 Yy)g(x~1y)~! = g o que significa que 271y € Cg(g). Assim, temos que

; l.e., se

1.1.4
IC(9)] = |G|/|ICa(g)| = (G : Ca(g))-

O numero de classes de conjugagdo de um grupo G chama-se o nimero
de classes de G.

Seja x1,...,z; um conjunto completo de representantes das classes de
conjugacao e seja n; = |C(z;)| = (G : Cg(x;)). Como estas classes formam
um recobrimento disjunto de G, temos a seguinte equacao das classes:

1.1.5
|G| = ni+ng+ - +ny.

Note que um elemento z; € G é central se e somente se sua classe de
conjugagao C(x;) consiste de um tnico elemento, de modo que o namero de
inteiros n; que sao iguais a 1 na equacao 1.1.5 acima é precisamente igual
a |Z(G)|. Assim, também podemos escrever a equacao 1.1.5 da seguinte
forma.

1.1.6
Gl = [2(@)| + ) ni

n;>1
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Seja p um inteiro primo. Um grupo finito G diz-se um p-grupo se sua
ordem é uma poténcia de p e um elemento g € G diz-se um p-elemento se
o(g) é uma poténcia de p. Note que, num p-grupo finito, todo elemento é
um p-elemento. Se a ordem de um elemento ndo € divisivel por p, entao ele
diz-se um p’-elemento.

O seguinte teorema é um resultado fundamental sobre p-grupos finitos.

Teorema 1.1.7 Seja G um p-grupo finito nao trivial. Entao, Z(G) # {1}.

Demonstragao. Seja |G| = p", para algum inteiro positivo n. Se
Z(G) = {1}, entao so existe uma classe de conjugacao de G que contém
um tUnico elemento. Logo, usando a notacao acima, teriamos que n; = 1 e
n; #1, 2 <i<t. Como a formula 1.1.4 mostra que cada n;,2 < i <t, é di-
visivel por p, a equacao das classes mostra que p” = 14+n9+---+ns = 1+kp,
para algum inteiro k, uma contradigao. O

Damos a seguir algumas aplicacoes deste resultado.

Corolario 1.1.8 Seja p um inteiro primo. Entdo, todos os grupos de ordem
p? sio abelianos.

Demonstragao. Seja G um grupo de ordem p?. Entdo, o Teorema 1.1.7
mostra que |Z(G)| é igual a p ou a p? e portanto (G : Z(G)) é igual a p ou
é igual a 1. Logo, o grupo quociente G/Z(G) é ciclico. Se xZ(G) é um
gerador deste grupo, segue facilmente que G = (z, Z(G)) e, como x comuta
com cada elemento de Z(G), temos que G é abeliano. O

Proposicao 1.1.9 Seja G um p-grupo finito de ordem p™. Entdo, existe
uma cadeia de subgrupos normais de G

1=GopcGyC---CGt =G,

tal que cada quociente Gi11/G; € de ordem p e estd contido no centro de
G/Gi, 1 <i<t-—1.

Demonstragao. Vamos provar nossa afirmagao por inducao em n. Se
n = 0 a afirmagao é trivialmente verdadeira. Assim, vamos supor agora que
ela é valida para grupos de ordem p"~! e seja G um grupo de ordem p".
Como Z(G) # {1} podemos escolher um elemento z € Z(G) de ordem p. Se
denotamos G = G/(z) temos que |G| = p"~ !, de modo que o teorema vale
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para G e, pela hipotese de inducdo, existe uma cadeia de subgrupos normais
de G
1=Gi1CcGyC---CGy =G,

tal que G 11/G; tem ordem p e estd contido no centro de G/G;, 1 <1i < t—1.
Todo subgrupo normal G; de G ¢ da forma G; = G;/(z) onde G; é um

subgrupo normal de G que contém (z).
Segue do segundo teorema do isomorfismo que:

Giv1 _ Gi/(2) _ Gina
Gi  Gi/lz) G

donde
1=GoCcGi=2(G)C---C G =G,

¢ uma cadeia de subgrupos de G nas condigoes do enunciado. g

Seja G um grupo finito de ordem |G| = p™m, onde p denota um inteiro
primo e m um inteiro positivo nao divisivel por p. Segue entdo do Teorema
de Lagrange que um p-subgrupo de GG nao pode ter ordem maior do que p™.
Assim, um subgrupo de ordem p", se existe, deve ser maximal no conjunto
dos p-subgrupos de G.

Defini¢ao 1.1.10 Seja G um grupo finito de ordem |G| = p™m onde p } m.
Um subgrupo de G de ordem p™ chama-se um p-subgrupo de Sylow de G.

Em 1872 o matematico noruegiies Ludwig Sylow (1832-1918) provou que
sempre existem p-subgrupos de ordem maxima num grupo finito [21], tra-
balhando ainda com grupos de permutacdes®. Ele prova, nesse contexto,
todos os resultados que damos no teorema a seguir, menos a tltima condigao
sobre o niimero de subgrupos. Seu teorema foi estendido posteriormente por
G. Frobenius [6] aos grupos abstratos, que também completou o resultado
sobre o nimero destes subgrupos, tal como estd enunciado na parte (iii) do
Teorema 1.1.13. A prova que damos a seguir, que é hoje standard, é devida
a H. Wielant [23].

Precisamos inicialmente de um lema técnico e de mais uma definicao.

Lema 1.1.11 Seja a = p™m um inteiro positivo, onde p € um inteiro primo
e p fm. Entao, o coeficiente binomial t = (ppzln) nao ¢ divisivel por p.

2E interessante notar que é neste mesmo artigo que Sylow demonstrou que o centro de
um p-grupo é nao trivial e o obteve seu corolario: todo grupo de ordem p? & abeliano.
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Demonstragao. De fato, escrevemos

L (P _ ptm(ptm — 1) (ptm —p" + 1)
p" 1-2--(p" —1)p" ‘

Considere o namero racional a« = (p"m—i)/i, onde i é tal que 1 <7 < p".
Note que, se p’ divide i para algum inteiro positivo j entdo j < n e p’/ divide
(p™m — i). Reciprocamente, se p/ divide (p"m — i) entdo j < n e p/ divide
i. Entao, tanto o numerador como o denominador do racional (p™m — i)/1,
1 < i < p™ envolvem a mesma poténcia de p e, portanto, p nao divide
a=(p"m —1i)/i, 1 <i<p" Conseqiientemente, também nao divide ¢t. [

Definicao 1.1.12 Dado um subgrupo H de um grupo G chama-se norma-
lizador de H em G ao conjunto

Ne(H)={ge€G|g 'Hg=H}.

Mostra-se facilmente que Ng(H) é um subgrupo de G que é, precisamen-
te, o maior subgrupo em que H é normal.

Teorema 1.1.13 (Sylow) Seja G um grupo finito de ordem |G| = p"m,
onde p é um inteiro primo que nao divide m. Entdao:

(i) G sempre contém p-subgrupos de Sylow e todo p-subgrupo de G estd
contido num p-subgrupo de Sylow de G.

(ii) Todos os p-subgrupos de Sylow de G sao conjugados em G.

(i1i) Se ny denota o nimero de p-subgrupos de Sylow de G, entao

np, =1 (modp) e mnylm.

Demonstragao. Vamos provar primeiro que existem, de fato,
p-subgrupos de Sylow em G. Seja M o conjunto de todos os subconjun-
tos de G que tém exatamente p” elementos. Podemos definir uma agao de
G em M por multiplicagdo & esquerda; i.e., dado um elemento g € G e um
subconjunto X € M, a agdo de g em X é dada por X — ¢gX.

Como o numero de elementos de M ét = (p;fl), pelo Lema 1.1.11, existe
pelo menos uma orbita, que denotamos Orb(Xy), cujo nimero de elementos
nao ¢ um multiplo de p. Ainda, como |Orb(Xo)| = |G|/|Gx,| e |G| = p"m,
segue que p" divide |Gx,]|.
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Por outro lado, dado um elemento a € Xy, para cada elemento g € Gx,,,
temos que ga € X, de modo que a aplicagdo g — ga é uma funcao injetiva
de Gx, em Xy. Logo, |Gx,| < |Xo| = p". Isto mostra que |Gx,| = p" e,
portanto, este subgrupo é um p-subgrupo de Sylow de G.

Note que uma vez demonstrado que |Gx,| = p" temos imediatamente
que |Orb(Xp)| = m. Agora, seja P um subgrupo de G de ordem p® com
s < n. Fazemos P agir em Orb(Xy) novamente por multiplicagao a esquerda
e sejam myq, ..., my 0 numero de elementos em cada 6rbita sob esta agao.
Entao

m o= mj+---+mp.

Como cada m; é também uma poténcia de p e p } m segue que exis-
te uma orbita que contém um unico elemento. Se xGx, denota a tni-
ca classe lateral desta oOrbita, temos que PxGx, = xGx,. Conseqiiente-
mente PrGx,z7! = 2Gx,7~ ! e assim, como 1 € xGx,z7!, temos que
P C 2Gx,z7'. Como zGx,r~! é também um p-subgrupo de Sylow, isto

completa a prova de (i).
Se, em particular, tomamos s = n, 0 argumento acima prova também (ii).

Finalmente, seja 7 o conjunto de todos os conjugados de Gx, em G.
Entao, Gx, age por conjugacao em 7 e o nimero de elementos numa G x,-
orbita de 7 é uma poténcia de p. Seja ni,...,n, o numero de elementos
em cada classe de conjugacao sob esta acao. Entao, a equagao das classes,
aplicada a este caso, da:

np = |T| = ny+--+n,.

Seja G1 um elemento de 7 cuja 6rbita consiste de um tnico elemento.
Isto significa que G; é normal em (G1,Gx,). Logo (G1,Gx,) = G1Gx, que
¢ um subgrupo de ordem |G1Gx,| = |G1||Gx,|/|G1 N Gx,| e este namero &
uma poténcia de p que nao pode exceder |Gx,| = p".

Como Gx, C G1Gx, segue que Gx, = G1Gx, e Gx, = G1. Isto mostra
que so existe uma classe de conjugacao que consiste de um tnico elemento.
Logo, da equagao das classes obtemos que

np = 1 (mod p),

como queriamos demonstrar.
Finalmente, notamos que, de acordo com a parte (ii) do enunciado, se
P ¢ um dado p-subgrupo de Sylow de G, entao o ntimero n, de todos os
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p-subgrupos de Sylow de G é igual ao numero de conjugados de P em G.
Como dois elementos diferentes x,y € G definem o mesmo conjugado de P
se e somente se e =y, mod(Ng(P)) temos que

n, = (G : Ng(P)) = |N|GG(!|P)|

Como P C Ng(P) temos que |Ng(P)| ¢ um maltiplo de p". Portanto,
segue da equacdo acima que n, | m. O

Concluimos esta secao com um resultado que sera util mais adiante.

Proposicao 1.1.14 Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo G e seja
H outro subgrupo. Se P C H entdo H = Ng(H).

Demonstragao. Seja x € Ng(H). Como P C H < Ng(H), temos que
xPx~! ¢ H. Como P e xPx~! sdo p-subgrupos de Sylow de H, existe um
elemento h € H tal que zPx~! = hPh~! donde h~'z € Ng(P) C H. Segue
que =z € H e portanto Ng(H) = H. O

Como conseqiiéncia imediata temos o seguinte.

Corolario 1.1.15 Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo G. Entdo
Ng(Na(P)) = Na(P).

EXERCICIOS

1. Prove que vale a reciproca do Teorema de Lagrange para p-grupos; i.e., mostre
que se G & um grupo de ordem p", entdo G contém subgrupos de ordem p*,
para todo inteiro positivo k£ < n.

2. Seja G um grupo. Prove que se dois elementos pertencem a4 mesma classe de
conjugacao entdo seus centralizadores sdo conjugados em G.

3. Seja H um p-subgrupo de Sylow de um grupo G. Prove que H é o tnico
p-subgrupo de Sylow de G contido em Ng(H).

4. Seja H um subgrupo de um grupo G. Prove que o nimero de conjugados de
Hem Gé (G: Ng(H)).

5. Prove que nao existem grupos simples de ordem 28 ou 312.

6. Prove que todo grupo de ordem 15 é ciclico.
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1.2 Grupos Abelianos

Nesta segao vamos discutir a estrutura dos grupos abelianos que sao gera-
dos por um conjunto finito de elementos. E uma pratica freqiiente utilizar
a notagado aditiva ao se tratar dos grupos abelianos mas, como no restan-
te destas notas escreveremos sempre os grupos multiplicativamente, vamos
manter essa notacao também aqui.

Inicialmente, vamos estudar os grupos abelianos finitos e, para isso, co-
mecgamos com algumas observagoes de cardter geral.

Seja g um elemento de um grupo arbitrario G de ordem o(g) = mn,

onde (m,n) = 1. Entao, podemos achar inteiros r, s tais que rm + sn = 1.
Assim, temos que g = g™ = g™ ¢S e & facil verificar que o(g"™) =n e
0(¢g°™) = m. Mais ainda, esta descomposigao é unica. Esta idéia pode ser
estendida, por inducdo, a um numero finito de divisores da ordem de um
elemento.
Lema 1.2.1 Seja g um elemento de ordem o(g) = pi*---p;*
po arbitrario G. Entio, podemos escrever g = g1---g¢ com o(g;) = p;",
1 <i <t. Ainda, os elementos gi,...,g: estdo determinados univocamente
e sao poténcias de g e assim, eles comutam entre si.

num gru-

Lembramos, da secao anterior, que um elemento cuja ordem é uma potén-
cia de um primo p diz-se um p-elemento . Por outro lado, se p nao divide
a ordem do elemento, entao ele chama-se um p’-elemento.

No caso dos grupos abelianos, o lema anterior permite demonstrar o
seguinte.

Teorema 1.2.2 Seja G um grupo finito abeliano de ordem |G| = p}* - - - p;"*.
Entao
G = G(p1) x -+ xG(pr).

Definicao 1.2.3 Um grupo abeliano G diz-se abeliano elementar se eziste
um inteiro primo p tal que todos os elementos de G diferentes da unidade
sao de ordem p.

E interessante notar que todo p-grupo abeliano elementar, que é finito,
tem uma estrutura bem determinada.

Lema 1.2.4 Seja G um p-grupo abeliano elementar finito. Entdo G pode
ser escrito como o produto direto de um numero finito de grupos ciclicos de
ordem p.
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Para um grupo arbitrario G define-se o expoente de G como o menor
inteiro positivo m tal que ¢ = 1, para todo g € G, se este numero existe,
e escreve-se que exp(G) = m. Note que G é um p-grupo abeliano elementar
se e somente se exp(G) = p. Se G é um grupo abeliano qualquer, denotamos

por GP o subconjunto
G" = {¢" g€ G}.

que é um subgrupo de G.
Note que, se G é um grupo abeliano e exp(G) = p™, entao exp(GP) =

m—1

p
Estas observagoes sao utilizadas para demonstrar o seguinte:

Teorema 1.2.5 Seja G um p-grupo abeliano finito. Entdo G pode ser escrito
como o produto direto de p-subgrupos ciclicos. Esta decomposi¢ao € tinica no
sequinte sentido. Se

G=C1 X xCy=D1 x---x Dy

onde C;,D;,1 < i < t,1 < j < s, sao p-grupos cilicos de ordens

pM > o > p™" > 1 and p™ > - > p™ > 1 respectivamente, entdao

t=sen; =m;, 1 <1 <Ht.
A partir deste resultado, pode-se provar a seguinte propriedade.

Proposicao 1.2.6 Seja G um grupo finito de ordem n. Entao, para cada
divisor d de m, o nimero de subgrupos cilicos de G de ordem d € igual ao
niumero de quocientes ciclicos de G da mesma ordem.

A seguir, passaremos a considerar grupos abelianos infinitos.

Seja G um grupo. Um elemento de GG diz-se um elemento de torcao
se é de ordem finita. Num grupo abeliano, se dois elementos g, h € G sao
de torcao, de ordens m e n respectivamente, entao segue imediatamente que
(g7'h)™ =1, o que mostra que o conjunto dos elementos de ordem finita,
num grupo abeliano, forma um subgrupo. Note que esta mesma observacao
implica que dado um inteiro primo p, o conjunto de elementos de G cuja
ordem é uma poténcia de p também é um subgrupo de G.

Definicao 1.2.7 Seja G um grupo abeliano. Entdo, o subgrupo
T(G) = {g€Glo(g) < oo}
chama-se o subgrupo de torgao de G e o subgrupo

G(p) = {9 € G|o(g) é uma poténcia de p}
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chama-se ¢« componente p-primaria de G.
Se T(G) = {1}, entao diz-se que G é um grupo sem torcao.

Um grupo abeliano diz-se abeliano livre se é um produto direto de gru-
pos ciclicos infinitos. Se o miumero de fatores diretos € finito, entdao este
numero chama-se o posto. Em caso contrdrio, diz-se que o grupo é de
posto infinito.

E fécil ver que grupos abelianos livres sdo sem torcao. Pelo contrario,
grupos sem torgao nao sao necessariamente livres, como pode-se ver consi-
derando o grupo aditivo dos ntimeros racionais. Porém, vale o seguinte.

Teorema 1.2.8 Um grupo abeliano G finitamente gerado, sem tor¢ao, é
livre (logo, da forma G ~ C x --- x C, onde C denota um grupo ciclico
infinito e o nimero de fatores é o posto de G).

Um primeiro passo para descrever a estrutura dos grupos abelianos finit-
amente gerados é separar a parte livre e a parte de torcao.

Teorema 1.2.9 Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entao T(Q)
é finito, G/T(QG) ¢ livre, de posto finito e

G ~ T(G) x

Corolario 1.2.10 Um subgrupo de um grupo abeliano finitamente gerado €
finitamente gerado.

Combinando o teorema acima com os Teoremas 1.2.2 e 1.2.5 podemos
dar uma descrigao completa destes grupos.

Teorema 1.2.11 Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entao exis-
tem primos pi,...,p: tais que G pode-se escrever como um produto direto

G = Ci(p1) x -+ x Csy(p1) X - x Cr(pe) ¥ -+ x Cg(pt) X C x -+ x C,

onde C;(p;), 1 < i < s; indica um grupo ciclico de ordem poténcia de p;,
1 <i<teC denota um grupo ciclico infinito. Os inteiros s;, 1 < i <t,
as ordens dos subgrupos Cj(p;) e o nimero de fatores ciclicos infinitos estao
univocamente determinados.
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EXERCICIOS

. Determine, a menos de isomorfismos, todos os grupos abelianos de ordem 60.

. Sejam G e H grupos abelianos finitamente gerados. Prove que GxG ~ H x H

se e somente se G ~ H.

. Seja G, H e K grupos abelianos finitamente gerados. Prove que G x K =~

H x K se e somente se G ~ H.

. Prove que vale a reciproca do Teorema de Lagrange para grupos abelianos

finitos.

. Prove que todo grupo abeliano é isomorfo a um grupo quociente de um grupo

abeliano livre.



Capitulo 2

Solubilidade

2.1 Comutadores

Neste capitulo e no seguinte, vamos estudar grupos que, de alguma forma,
estao proximos dos grupos abelianos. Para isso, comecamos por introduzir
mais alguns conceitos.

Definicao 2.1.1 Dados dois elementos x,y de um grupo G, o comutador
de x ey é o elemento

1

(z,y) =2 'y tay € G.

Mais geralmente, um comutador de comprimento n > 2 define-se
idutivamente por
(1, yxn) = (1., Tp-1),Tn).

Dados dois subconjuntos H e K de um grupo G, denotaremos por (H, K)
o subgrupo de G gerado pelo conjunto:

{(hk)|h € H, ke K}.

Em particular, o grupo G' = (G,G) chama-se subgrupo comutador
ou subgrupo derivado de G.

Indutivamente, podemos definir agora uma sequéncia de subgrupos da

seguinte forma:
¢ =¢g

G = (@O, =¢q.
G = (gD g1,

15
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Definicdo 2.1.2 O subgrupo G™ definido acima chama-se o n-ésimo gru-
po derivado de G e a sequéncia

G:G(O) DG(I) BREE DG(”) BDREE
chama-se a sequéncia derivada de G.

O conceito de comutador de dois elementos aparece pela primeira vez em
1860, ainda no contexto dos grupos de permutagoes, na tese de C. Jordan
(1838-1922) [12], embora ele nao chegasse a levar adiante o desenvolvimento
da teoria correspondente. Ja o conceito de grupo comutador aparece na lite-
ratura perto do fim do século XIX; G.A. Miller [14] publicou pela primeira
vez as propriedades principais destes grupos, embora estas aparentemente ja
eram conhecidas de R. Dedekind (1831-1916) que foi quem introduziu o uso
do termo comutador em 1897 [4].

As seguintes propriedades dos comutadores sdo de demonstragao simples,
que deixamos a cargo do leitor.

Lema 2.1.3 Sejam z,y,z e t elementos de um grupo G. Entdo
(i) (z,y) =1 se e somente se xy = yx.
z,y) "t = (y,2).

r,y)* = (2%,97).

(iz) (z,y,2) = (v,y) " (2,y)".

(z) Se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos, entio ¢ ((z,y)) =
(¢(2), 9(y)).

Note que a parte (i) do Lema 2.1.3 mostra imediatamente que um grupo
G é abeliano se e somente se G’ = {1}. Veremos, a seguir, que o conhecimento
de G’ também permite saber quando um quociente é abeliano.
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Lema 2.1.4 Seja H um subgrupo normal de wm grupo G. Entdo, o grupo
quociente G/H ¢ abeliano se e somente se G' C H.

Demonstragao. Dados elementos z,y € G, vamos denotar por T,y as
respectivas classes em G /H. Note que Ty = 77 se e somente se (yx) ! (zy) €
H; isto é, se e somente se (z,y) € H para todo =,y € G ou, equivalentemente,
se e somente se G' C H. O

A propriedade (ii7) do Lema 2.1.3 permite deduzir facilmente que G’ é
um subgrupo normal de G. Na verdade, serd possivel provar que G’ verifica
uma condigao mais forte, que foi introduzida por G. Frobenius em 1895 [6]
e que damos a seguir.

Definicao 2.1.5 Um subgrupo H de um grupo G diz-se um subgrupo ca-
racteristico se ¢(H) = H para todo automorfismo ¢ : G — G. Para indicar
que H é um subgrupo caracteristico de G escreveremos H car G.

Como a conjugacdo por um elemento fixo a de G,  — a 'za, é um
automorfismo de G, segue que todo subgrupo caracteristico é, em particular,
um subgrupo normal. Note ainda que, se ¢ : G — G é um automorfismo
e H é um subgrupo caracteristico de G, entdo a restricao de ¢ a H é um
automorfismo de H. Desta observacgao segue facilmente que se K car H e
H car G, entdao K car G.

Proposicao 2.1.6 Seja H um subgrupo de um grupo G. Se H € caracteri-
stico em G entio H' também é caracteristico em G. Em particular, G ¢
caracteristico em G, para todo inteiro positivo n.

Demonstragao. Como H’ é o subgrupo gerado por todos os elementos
da forma (x,y) com z,y € H, para provar a primeira afirmagdo bastara
mostrar que para todo automorfismo ¢ : G — G tem-se que ¢ ((x,y)) € H'.

De fato, ¢ ((x,y)) = (¢(z), ¢(y)) e, como H car G, segue imediatamente
que ¢ ((z,y)) € H'.

A segunda afirmacao do enunciado segue agora trivialmente, da anterior.

O

Concluimos esta secao com um resultado técnico.

Lema 2.1.7 Sejam = ey elementos de um grupo G e seja Z(G) o centro de
G. Se |G/Z(G)| = n entio (z,y)" ™! = (z,y?)(x¥,y)" L.



18 CAPITULO 2. SOLUBILIDADE

Demonstragdo. Como estamos assumindo que |G/Z(G)| = n, temos
que (z,y)" € Z(G). Logo:

= oYy lay(z,y)" = a7y (Y)Y =
= oy @y ay)(z,y)" Yy
= o Yy ety Ha, )"y

= (z, ) (¥, y)" .

(z,9)

g

A importancia dos conceitos de comutadores sucessivos e da série deriva-
da foi enfatizada por P. Hall em 1933 num trabalho fundamental [8] ao qual
voltaremos a nos referir no préximo capitulo, embora eles ja tivessem sido
estudados em conexdo com a teoria de grupos soliveis, como veremos na
secao seguinte. Ele observa que estes sao grupos caracteristicos e destaca a
importancia deste conceito:

“Nos fomos guiados pela idéia de que a estrutura de um grupo deve
ser exibida, tanto quanto possivel, pela interrelacao dos seus subgrupos
caracteristicos. Um subgrupo é caracteristico, de acordo a Frobenius,
se é transformado em si mesmo por todo automorfismo do grupo; logo
os subgrupos caracteristicos representam o que poderiamos chamar
realmente das qualidades invariantes da estrutura de grupo.”

Os termos da série derivada pertencem, na verdade, a familia ainda mais
restrita dos subgrupos totalmente invariantes (veja os exercicios 3, 4 e 5
abaixo), que foi introduzida por Levi [17| também em 1933.

EXERCICIOS

1. Sejam H, K, L subgrupos normais de uma grupo G. Prove que:

(i) (H,K) é um subgrupo normal de (H N K).
(i) (H,K) = (K,H).
(iii) K < H se e somente se (H,K) C K.
(iv)
)

(v

Se H, K, L sdo todos normais em G entdo (H,KL)= (H,K)(H,L).

Se H C L e sao ambos normais em G entdo K/H C Z(G/H) se e
somente se (K,G) C

(vi) Se H e K sao normais em G entdo (H, K) é normal em G.
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2. (Lema dos trés subgrupos) Sejam H, K, L subgrupos de um grupo G tais que
(H,K,L)=1e (L,H,K)=1. Prove que também (K,L,H) = 1.

3. Um subgrupo H de um grupo G diz-se totalmente invariante se ¢(H) C H
para todo homomorfismo ¢ : G — G. Prove que

(i) Subgrupos totalmente invariantes sdo caracteristicos e subgrupos carac-
teristicos sao normais.

(ii) As relagbes “totalmente invariante” e “caracteristico” sdo transitivas,
mas ‘“normal” nao é transitiva, em geral.

(iii) Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Se H é caracteristico em K
e K <G entao H <« G.

4. Sejam H e K subgrupos caracteristicos (totalmente invariantes) de um grupo
G. Prove que HN K e (H,K) sdo subgrupos caracteristicos (totalmente
invariantes) de G.

5. Prove que os subgrupos da série derivada de um grupo G sao subgrupos
totalmente invariantes de G.

6. Seja H um subgrupo normal de um grupo G tal que |H| e (G : H) sdo
relativamente primos. Prove que H é caracteristico em G (Sugestdo: Dado
um automorfismo f de G considere a ordem do subgrupo H f(H)).

2.2 Grupos solaveis

O conceito de grupo solivel é um dos mais antigos na teoria de grupos. Foi
introduzido por E. Galois quando estudava o problema de resolver equagoes
algébricas mediante radicais. Ele associava um grupo a cada equacao e
mostrou que a equagao é resoltvel mediante radicais se e somente se o grupo
correspondente é solivel, no sentido que definimos abaixo. A definicao e as
primeiras propriedades dos grupos soltveis servirao, em certo sentido, como
introducdo ao objeto do nosso estudo.

Informalmente, pode-se pensar nos grupos soluveis como “aproximada-
mente abelianos”. Por exemplo, podemos considerar que um grupo G esta
“perto” de ser abeliano se ele contém um subgrupo normal H tal que tanto
H quanto o quociente G/H sao abelianos (um tal grupo diz-se metabeliano).
Generalizando esta idéia podemos formular a seguinte.

Definicao 2.2.1 Um grupo G diz-se soliivel se contém uma cadeia de sub-
grupos:
{1}=GocGiCc---CG, =G
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tal que cada subgrupo G;—1 € normal em G; e o grupo quociente G;/G;_1,
1 <i<n, € abeliano.

Uma cadeia de subgrupos de G com esta propriedade chama-se uma série
subnormal abeliana de G e 0s quocientes respectivos chamam-se os fato-
res da série.

Note que, como a normalidade nao é necessariamente transitiva, os sub-
grupos (G; ndo precisam ser normais em G, 1 <i¢ <n — 1.

Exemplo 2.2.2

e Todo grupo abeliano é soluavel.

e Os grupos S3 e Sy sdo soluveis. De fato. para ver que Ss é soluvel
basta observar que se consideramos o ciclo 0 = (1 2 3) entao H = (o)
é ciclico de ordem 3 e (G : H) = 2, o que implica que H é normal em
G. Ainda, S3/H é ciclico de ordem 2; logo; {1} C H C G é uma série
subnormal abeliana para Sj3.
Em Sy consideramos o subgrupo H = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
E facil verificar que H < A4, de modo que {1} ¢ H C A4 C S4 ¢ uma
série subnormal abeliana para Sy.

e Um resultado classico mostra que S, e A, nao sdo solaveis se n > 5.

e A Proposi¢ao 1.1.9 mostra que todo p-grupo finito é soluvel.

Damos, a seguir, uma caracterizagao da solubilidade em termos da se-
quéncia derivada.

Teorema 2.2.3 Um grupo G € solivel se e somente se sua série derivada
termina; 1.e., se existe um inteiro positivo n tal que G = {1}.

Demonstracao. Vamos assumir inicialmente que existe um inteiro po-
sitivo n tal que G = {1}. Entéo, obviamente,

GO 560560 5. o6 = {1}

¢ uma série subnormal abeliana para G.

Reciprocamente, suponhamos que G contém uma série subnormal abe-
liana

GoD>G1 DG D - DG, ={1}.
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Como todo quociente G;/Gi—1, 0 < i < n — 1, é abeliano, segue do
Lema 2.1.4 e de um argumento de inducio que G c G;,1 < i < n. Logo,
temos em particular que G(™ = {1}. O

O préximo resultado é de demonstracao simples a partir da caracterizacao
acima e o dexamos a cargo do leitor.

Lema 2.2.4 Subgrupos e grupos quocientes de grupos soliveis sao soliveis.
Vale também a reciproca deste resultado.

Lema 2.2.5 Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Se ambos H e
G/H sao soliveis, entao G é solivel.

Demonstracao. Como G/H é soluvel, existe um inteiro positivo n tal
que (G/H)™ = 1. Tsto implica que G C H. Ainda, como H também é
soluvel, existe um inteiro positivo m tal que H(™ = {1}. Logo G = {1},
donde G é solivel. O

Se um grupo solavel é finito, entao ele contém uma cadeia subnormal
abeliana muito especial.

Proposicao 2.2.6 Um grupo solivel finito G contém uma série subnormal
abeliana cujos fatores sao todos ciclicos de ordem prima.

Demonstracao. Vamos demonstrar o resultado por indugao na ordem
de G. Se |G| = 1 nao ha nada a provar. Assim, suponhamos que |G| =n > 1
e que o resultado vale para todos os grupos soliiveis de ordem menor que n.
Notamos que, se |G| é um nimero primo, entao o resultado segue trivialmente
pois {1} C G é uma série subnormal abeliana para G.

Se G é soluvel, e ndo é de ordem prima, entdo ele contém pelo menos
um subgupo normal H. Como tanto |H| como |G/H| sao menores que n
segue, da hipdtese de inducdo, que ambos os grupos tém séries subnormais
abelianas com fatores ciclicos.

Denotando G = G/H, sejam

{1} =Hy<Hy<---<Hp,=H
{1} =Gy<G <+ <2G, =G

séries subnormais abelianas, com fatores ciclicos, para H e G respectiva-
mente. Existem subgrupos G; de G que contém H tais que G;/H = G, e
Gi—1<4G;, 1 <1 <n. Como

Gio1  Gioi/H = Giot’
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vemos imediatamente que a série de subgrupos
{1} =Hyp<H1<---<Hp,, =H=Gy<G1<---<1G, =G

¢ uma série subnormal abeliana para G, com fatores ciclicos. U

EXERCICIOS

1. Dar uma demonstragao do Lema 2.2.4 diretamente a partir da defini¢ao de
solubilidade, sem usar a série derivada.

2. Um gupo diz-se perfeito se coincide com seu grupo derivado. Provar que todo
grupo que nao é solavel contém um subgrupo caracteristico H # {1} que é
perfeito.

3. Sejam H e K dois subgrupos normais de um grupo G. Prove que se ambos
H e K sao soluveis, entao o subgrupo H K também o é.

4. Prove que todo grupo de ordem 12 é solavel.

5. Sejam p # ¢ dois inteiros primos. Prove que todo grupo de ordem pq é
solavel.

6. Prove que se um grupo de torcao é solavel e finitamente gerado, entao ele é
finito.



Capitulo 3

Grupos Nilpotentes

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos uma classe de grupos que, de certa forma, “esté
entre” a classe dos grupos abelianos e a classe dos grupos soliiveis e mostra-
remos que é possivel obter resultados fortes sobre a sua estrutura.

Em 1897 apareceu o primeiro livro inteiramente dedicado & teoria abstra-
ta de grupos, o Theory of Groups of Finite Order de W. Burnside [1] , que
¢ um verdadeiro marco na historia desta teoria '. Nele aparece a prova da
existéncia da série central de um p-grupo, tal como vimos no Teorema 1.1.9.
Na p.166 Burnside mostra um reciproco parcial: ele prova que se um grupo
finito admite uma sequéncia semelhante a achada para um p-grupo (isto é,
se ele é nilpotente no sentido da Definigao 3.1.1), entdo ele é produto direto
de p-grupos.

Além de sua importancia histoérica por representar o inicio do estudo
dos grupos nilpotentes, este teorema teve também uma influéncia indireta,
porém importante, no desenvolvimento da teoria. Lemos, no livro de B.
Chandler e W. Magnus [3]:

“Sabemos, por uma carta de P. Hall, que ele veio a se interessar na
teoria dos grupos pela leitura do livro de Burnside sobre a teoria de
grupos de ordem finita. Este fato estabelece uma relagdo entre o tra-
balho de Burnside sobre grupos de ordem poténcia de um primo e o
artigo de P. Hall [8] sobre o mesmo topico. O titulo do artigo de Hall,
A contribution to the theory of groups of prime power order, nao re-
vela o fato de que também representa um marco na histéria da teoria

!Deve-se notar, porém, que no Lehrbuch der Algebra de H. Weber [22] a teoria dos
grupos ja é tratada de um ponto de vista abstrato.

23
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combinatéria de grupos. Isto deve-se & secao sobre ‘calculo de comu-
tadores’ do artigo na qual Hall investiga sistematicamente as relagoes
complicadas entre a composicao associativa de dois elementos do gru-
po e a composicdo definida formando o seu comutador. O resultado
é a primeira anélise completa dos grupos da série central inferior (um
termo cunhado por Hall) dos grupos livres e sua relacdo com outros
subgrupos totalmente invariantes dos grupos livres”

Definicao 3.1.1 Um grupo G diz-se nilpotente se ele contém uma série

de subgrupos
{1} =GocGiC---CG,=G

tal que cada subgrupo Gi—1 € normal em G e cada quociente G;/G;—1 estd
contido no centro de G/G;—1, 1 <1i < n.
Uma tal série de subgrupos de G diz-se uma série central de G.

Uma vez que as condicoes na definicdo de nilpoténcia sdo obviamente
mais restritivas que aquelas que aparecem na definicdo de solubilidade, re-
sulta evidente que todo grupo nilpotente é, em particular, solivel. Note
também que a Proposi¢ao 1.1.9 mostra que os p-grupos finitos sao nilpoten-
tes. Daremos uma demonstragao diferente deste fato na Proposigao 3.1.7.

Note que a definicao acima implica que G estd contido no centro de G.
Se G = {1} entdo Gy esta contido no centro, e assim sucessivamente. Como
a série central acaba, resulta imediatamente que todo grupo nilpotente tem
centro nao trivial.

Exemplo 3.1.2

e Todo grupo abeliano é nilpotente e a Proposicao 1.1.9 mostra que, na
verdade, todo p-grupo finito é nilpotente.

e Vimos, no Exemplo 2.2, que S3 é soluvel. Como o centro de S3 é trivial,
segue imediatamente que este é um exemplo de um grupo solavel que
nao € nilpotente.

Vamos dar agora duas caracterizacoes alternativas da nilpoténcia. Como
no estudo da solubilidade, exploraremos as conexdes entre a nilpoténcia e
certo tipo de comutadores.



3.1. INTRODUCAO 25

Para isso, definimos uma nova série de subgrupos, indutivamente:
1(G) =G, 12(G) =G e %(G) = (7i-1(G),G).
Precisaremos ainda de uma, outra série, que definimos também indutiva-

mente, nos apoiando no conceito de centro de um grupo:

Denotamos (p(G) = {1}, (G) = Z(G) e definimos indutivamen-
te ¢;(G) como sendo o tnico subgrupo de G tal que ((G)/¢G-1(G) =
Z(G/G-1(G)).-

O subgrupo ¢;(G) chama-se i-ésimo centro de G.

Definicao 3.1.3 As sequéncias de subgrupos

{1} =G c (@) C---C (@) C -

G=7(G)D>7(G)D - Dm(G)> -
chamam-se a série central superior e a série central inferior de G

respectivamente.?

Claramente, estas sdo séries centrais. A razao pela qual sdao chamadas
de “superior” e “inferior” ficara clara a partir dos proximos resultados.

Lema 3.1.4 Seja
{1}=AyCc Ay C---CAy, -

uma série central de G (i.e., uma cadeia de subgrupos normais tal que

Ai/Ai—1 C Z(G/A;—1) para todo i). Entao A; C (;(G) para todo i.

Demonstragao. Vamos provar nossa afirmacdo usando inducgdo em 1.
Note que o resultado é trivialmente verdadeiro para i = 1. Assumimos entao,
como hipotese de indugao, que 4; C (;(G). Dados x € A;41 e g € G, como
Aiv1/A; € 2(G/A;) temos que 2719 teg € A; C ¢(G). Logo, da definigao
de Gi+1(G) temos que Ajp1 C Gi41(G). O

Lema 3.1.5 Seja
{1}:AOCA1C"'CAn=G

uma série central de G. Entao v;(G) C An—iv1, para todo i.

2As vezes, estas séries sio chamadas de série central ascendente e série central
descendente respectivamente, por razoes dbvias.
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Demonstragao. Se ¢ = 1 o resultado é obviamente verdadeiro. Su-
ponhamos, por indugao, que v;(G) C Ap—ir1. Como A,_i11/An—; estd no
centro de G/A,—;, temos que (4,—iy+1,G) C A,—;. Logo

%'-l—l(G) = (’Yi(G)a G) - (An—z'—i-l: G) C An—i,
como queriamos demonstrar. O

Destes resultados segue imediatamente a seguinte caracterizagao dos gru-
pos nilpotentes.

Teorema 3.1.6 Seja G um grupo. Sao equivalentes:
(i) G € nilpotente.
(11) Existe um inteiro positivo m tal que ¢, (G) = G.

(111) Eziste um inteiro positivo n tal que v,(G) = {1}.

Também deve resultar claro, a partir dos lemas acima, que se G é um
grupo nilpotente, entdo as séries centrais superior e inferior de G tém o
mesmo comprimento. Este niamero chama-se a classe de nilpoténcia de
G.

A série central inferior foi introduzida por W.B. Fite [5] em conexao com
o estudo de p-grupos, em 1906, mas sua importancia para o estudo da nil-
poténcia s6 foi reconhecida por P. Hall, no seu artigo fundamental de 1933 [8].

Damos agora uma prova alternativa da nilpoténcia dos p-grupos finitos.
Proposicao 3.1.7 Todo p-grupo finito é nilpotente.

Demonstragao. Sabemos, do Teorema 1.1.7, que o centro de um p-
grupo finito é nao trivial. Como todos os quocientes de G sao também
p-grupos, segue que (;_1(G) & (;(G) para todo inteiro positivo . Como G é
finito, temos que existe um inteiro n tal que (,(G) = G, logo G é nilpotente.

O

Proposicao 3.1.8 Produtos diretos finitos de grupos nilpotentes sdo tam-
bém nilpotentes.
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Deixamos a demonstracao deste resultado como exercicio. (Sugestao:
note que, se G = G1 X -+ x Gy, entdo v;(G) = v(Gy) X -+ X v(Gy) para
todo indice i.)

Agora estamos em condi¢oes de mostrar que o centro de um grupo nil-
potente é razoavelmente grande: ele intercepta todos os subgrupos normais
do grupo.

Proposicao 3.1.9 Seja H # {1} um subgrupo normal de um grupo nilpo-
tente G. Entao H N Z(G) # {1}

Demonstragdo. Como G = (,(G) para algum indice n, existe um
indice i que é o menor inteiro positivo tal que H N (;(G) # {1}. Entdo
(HN¢G(G),G) c HN{¢—1(G) = {1} logo H N (;(G) € HN Z(G). U

Corolario 3.1.10 Um subgrupo normal minimal de um grupo nilpotente
estd contido no centro.

Uma familia de exemplos

Lembramos que um elemento x de um anel R diz-se nilpotente se existe
um inteiro positivo n tal que 2™ = 0. Um ideal J do anel R diz se um ideal
nilpotente se existe um inteiro positivo n tal quer J* = 0. O ideal J"
define-se como o ideal formado por todas as somas finitas de produtos da
forma x1xo...xy,, com x; € J, 1 < i < n, donde J" = 0 se e somente se
todos esses produtos sdo iguais a 0. O menor inteiro positivo n para o qual
J" = 0 chama-se o indice de nilpoténcia de R.

Dado um ideal bilateral nilpotente J, de indice n, num anel R. Definimos
G=14J ={l+4+z|zeJ}

Observamos inicialmente que este conjunto é fechado em relagao a mul-
tiplicacao, pois dados x,y € J temos que

14+2)(1+y) = 1+2+y+azy, onde z+y+ayeJ
Ainda, se x € J temos que z" = 0 donde:

l+z)(l-—a+a® -+ ()" ") =1,
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o que mostra que 1+ z é inversivel, e seu inverso é
l—z+2?— (=) 12" e 14

As observagoes acima mostram que G é um grupo em relacao & operagao
de multiplicacao induzida por restricao da multiplicagdo de R.

Vamos mostrar que o grupo G assim definido é nilpotente. Para isso
definimos indutivamente uma cadeia de subgrupos da seguinte forma:

Go=1+4+J, Gi=1+J% ... Gi.i=1+J,

Note que Gy = G e que G,_1 = 1. Vamos mostrar que
1=G,_.1CGroC---CGy=G

é uma série central para G.

De fato, como J é um ideal bilateral, segue facilmente que todos os
ideais J¢ sdo também bilaterais e, conseqiientemente, que os subgrupos G;
sdo normais em G, 0 <i <n — 1.

Afirmamos que para todo par de inteiros positivos i, j tem-se que

(Gi, Gj) C Gi+j.
De fato, dados = € J* e y € J7 temos que:

A+z,1+y) = QA+2) ' Q+y) 1A +2)1+y)
= (I+y)A+2) " A+2)(1+y)
= (I4+y+ztyr) ' Q+z+y+ay)

Denotamos y +z +yz = —u e x+y+ 2y = —v. Entdo (1 —u)~! =

l+u+-+u"te

(I4+z,1+y) = (I+u+-+u""")(1-v)
= l4+ut - Fu" ' —v—uw- —u"
= 1+ @w—v)+ulu—v)+- - +u""%(u—v)
= 1+ 1 +u+ - +u""2)(u—0).

Como u — v = zy — yx temos que u — v € J* donde (1 + z)(1 +y) €
1+ J" = Gy}, como tinhamos afirmado.



3.2. GRUPOS NILPOTENTES FINITOS 29

Note que, em particular, isto implica que

Gi—1 G
Gi—1,G) C G;, donde cCZ|—=
( i—1, ) i Gz Gz
e segue que a série de subgrupos dada é uma série central para G.
Temos entao que G é nilpotente e que sua classe de nilpoténcia ¢ menor
ou igual a n — 1.

Um caso particularmente importante da situagao acima é o seguinte.
Seja K um anel comutativo, com unidade. Denotamos por M, (K) o anel
das matrizes n X n com coeficientes em K e definimos

i) T(n,K) = {A = (aij) € Mp(K) | a;j = 0se i > j}, o anel das
matrices triangulares superiores de grau n sobre K.

(ii) J(n,K) = {A = (aij) € My(K) | a;j = 0se i > j}, o conjunto das
matrizes n X n que tém zeros na diagonal principal e em toda posicao
abaixo dessa diagonal.

(iii) UT(n,K) ={A = (a;j) € T(n,K) | aj; = 1}, o grupo linear unitri-
angular superior de grau n sobre K.

E muito facil verificar que .J(n, K) ¢ um ideal bilateral nilpotente do anel
T(n, K), cuja classe de nilpoténcia é n e que UT(n, K) = 1+ J(n, K), donde
UT(n, K) é um grupo nilpotente de classe menor ou igual a n — 1.

Se denotamos por Ej;; a matriz que tem zeros em todas as posigoes,
menos na posicao ¢, j, onde o coeficiente € igual a 1, tem-se que:

(1+E1,271+E273’---71+En—1,n) = 1+E1,n 7é 17

o que mostra que a classe de nilpoténcia de UT (n, K) é precisamente n — 1.

Note que este exemplo mostra que ezistem grupos de nilpoténcia de clas-
se arbitrdria. Esta familia de grupos pode ser usada para ilustrar outras
situagoes interessantes de grupos nilpotentes. Veja o exercicio 6 da segao 3.3.

3.2 Grupos nilpotentes finitos

Nossa intencao nesta secao é mostrar que existe, para os grupos nilpotentes
finitos, um teorema de estrutura semelhante aquele que vale para grupos
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abelianos finitos.

Para isso, vamos precisar demonstrar inicialmente uma propriedade im-
portante dos grupos nilpotentes, que vale também no caso em que o grupo
em questao ndo é necessariamente finito.

Proposicao 3.2.1 Seja H um subgrupo proprio de um grupo nilpotente.
Entio H & Ng(H).

Demonstragido. Como {1} = (o(G) C H C (,(G) = G, existe um in-
teiro positivo ¢ tal que (;(G) C H e (;+1(G) ¢ H. Escolhemos um elemento
x € (i+1(G)\ H e um elemento arbitrario h € H. Como ((;+1(G), G) C Gi(Q)
temos que existe um elemento y € (;(G) C H tal que zha~! = hy € H, logo
rHx~ ! C H e portanto x € Ng(H), o que mostra que H & Ng(H). d

Definicao 3.2.2 Diz-se que um grupo G tem a propriedade do norma-
lizador se todo subgrupo prdprio de G estd estritamente contido no seu nor-
malizador.

Lembramos que um subgrupo H de um grupo G diz-se subnormal se
existe uma cadeia de subgrupos:

H=HycH,C---CH,=G

tal que Hi—l <1H7;, 1<i<n.
Como consequéncia da proposicao acima temos o seguinte.

Corolario 3.2.3 Seja G um grupo nilpotente finito. Entao, todo subgrupo
de G é subnormal.

Demonstragao. Seja H um subgrupo de G. Definimos Hy = H e, indu-
tivamente, H,, = Ng(H,—1). Da proposi¢ao anterior segue que se H, 1 # G
entdo |Hy,—1| < |Hyp|. Como G é finito, deve existir um indice n tal que
H,=G. O

Estamos agora em condi¢des de dar um teorema de caracterizacao dos
grupos nilpotentes finitos.

Teorema 3.2.4 Seja G um grupo finito. Entao, as sequintes condi¢oes sio
equivalentes.
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(i) G € nilpotente.

(i) G tem a propriedade do normalizador.
(iii) Todo subgrupo de Sylow de G é normal em G.
(iv) G € o produto direto dos seus subgrupos de Sylow.
(v) Todo subgrupo de G é subnormal.

(vi) Todo subgrupo mazimal de G € normal.

Demonstracao. Vamos provar inicialmente que (i) = (i1) = (1) =
(iv) = (3).

O fato de que (i) = (éi) foi provado na Proposicao 3.2.1.

(#4) = (vit) Seja P um p-subgrupo de Sylow de G e seja H =
Ng(P). Se H # G entao (74) implica que H & Ng(H ), mas o Corolario 1.1.15
mostra que H = Ng(H), logo deve ser H = GG, donde P < G.

(791) = (iv) Se cada subgrupo de Sylow é normal, segue imedia-
tamente que o seu produto é direto e igual a G (verifique!).

(iv) = (4) Como todo p-grupo é nilpotente, o resultado segue da
Proposicao 3.1.8.

Vamos mostrar agora que (i) = (v) = (vi) = (i).

Novamente, o fato de que (i) = (v) ja foi provado na Proposicao 3.2.3.
Se vale (v) e H é maximal, segue imediatamente que ele deve ser normal, de
modo que, claramente, (v) = (vi).

Finalmente, para provar que (vi) = (i) mostraremos que, se vale (vi),
entdo todo subgrupo de Sylow de G é normal o que, como vimos acima,
implica na nilpoténcia de G. De fato, seja P um subgrupo de Sylow de G.
Se N¢(P) é um subgrupo proprio de G, ele deve estar contido num subgrupo
maximal H de G que, em virtude da hipotese (vi), é normal. Isto significa
que Ng(H) = G, o que contradiz a Proposigao 1.1.14. O

Note que o teorema acima mostra que se G é um grupo nilpotente de
ordem |G| = pi* ...p{", denotando por S(p;), 1 < i < n os p;-subgrupos de
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Sylow correspondentes, temos que
G = S(p1) x -+ x S(pn).

Observe que este resultado é uma generalizagdao do Teorema 1.2.2.

3.3 Grupos nilpotentes infinitos

Nesta segao procuraremos obter resultados sobre a estrutura dos grupos nil-
potentes infinitos e estudaremos mais particularmente o caso em que os gru-
pos em questao sao finitamente gerados. Tentaremos mostrar que existe um
certo paralelo entre estes resultados e aqueles que vimos para o caso dos
grupos abelianos.

Proposicao 3.3.1 Seja G = (ay,...,a,) um grupo finitamente gerado. Entao,
0 subgrupo v;(G) € o fecho normal do subgrupo de G gerado por todos os co-
mutadores da forma (by,...,b;) com b; € {a1,...,a,},1 < j <'i; isto €, o
subgrupo gerado por todos os possiveis conjugados desses comutadores.

Demonstragao. Vamos provar o enunciado por indugao em i. Nossa
afirmacao é obviamente verdadeira se ¢ = 1, de modo que vamos assumir,
como hipoétese de indugao, que v;(G) é o subgrupo

WZ(G) = <(bla'°'7bi)g | b] € {ala"'ua’T}vl S] < 7:7 g€ G>
Entao, consideramos
H = <(b17"'7bi+1)g‘bje{alv"'7a'r‘}71§j§i+lv g€G>

Claramente H C 7;+1(G). Para provar a inclus@o contraria, tendo em
vista o Lema 2.1.3, sera suficiente mostrar que (v;(G), b;+1) C H, para qual-
quer elemento b1 € {ai,...,a,}. Mais uma vez, levando em consideracao
o Lema 2.1.3 e a hip6tese de indugao, é suficiente provar que

((b1,...,0:)9,biv1) € H

para bj; € {a1,...,a,},1 < j <i+1e g€ G arbitrario. Note que a parte
(viii) do Lema 2.1.3 implica que é suficiente provar que

((bl,...,bi)a,blurl) € H, comae{al,...,ar}.

Finalmente, as partes (vii) e (iz) do mesmo lema mostram que
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((bl, e ,bi>a, bi—H) = (1)1, e ,bi, bi+1)(b1""’bi’a)(b1, cey bi, a, bi+1)
= (bl, Ce ,bi, bi+1)(b1""’bi’a)(b1, ey bi, a)_l(bl, ey bi, (I)bi"'l

donde ((b1,...,b;)* bi+1) € H como queriamos demonstrar. O

Proposicao 3.3.2 Seja G = (ay,...,a,) um grupo finitamente gerado. Entao,
para cada indice i > 1, o fator v;(G)/vi+1(G) € gerado pelo conjunto finito
de elementos (b1, ...,b;)vi+1(G), onde bj € {a1...,a,}.

Demonstragao. Os elementos de v;(G) sdo produtos de elementos da
forma (b1,...,0;)9 com b; € {a1,...,a,},1 < j <14, g € G. Logo, as re-
spectivas classes destes elementos sao geradores do quociente v;(G) /7vi+1(G).
Como

(bl,. . .,bi)g = (bl, e ,bi)(bl, .. .,bi)_lg_l(bl, e ,bi)g
= (bl,.. . ,bi)(bl,. . .,bi,g)

e como
(b1,...,bi,9) € vi+1(G),
temos que
(b1, 0:)i+1(G) = (b1,...,0)vit1(G).
Isto implica o resultado. O

Corolario 3.3.3 Todo subgrupo de um grupo nilpotente finitamente gerado
€ finitamente gerado.

Demonstragao. Seja H um subgrupo de um grupo nilpotente finit-
amente gerado G com série central inferior

G =71(G) 272(G) O -+ D 75(G) = {1}.
Seja H; = HN~v(G), 1 <i<s. Entao
H=H,>H;D---DHs;={1},
onde

H;  HnN(G)
Hiyn  HNvip(G)
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Note que a aplicacdo ¢ : H;/Hiy1 — 7(G)/7i+1(G) dada por
h(H N 7i+1(G)) — hv;+1(G) esta bem definida, pois independe do repre-
sentante. Por outro lado, é facil provar que ela é injetiva, de modo que
H;/H;y éisomorfo a um subgrupo de v;(G)/7i+1(G), que é um grupo abe-
liano finitamente gerado. Logo H;/H,; também é finitamente gerado, pelo
Corolério 1.2.10, 1 <7 < s — 1. Como cada fator da série

H:HlDHQD"'DHs:{l},
é finitamente gerado, segue que o proprio H é finitamente gerado. O

Este resultado nao é verdadeiro em geral. O leitor familiarizado com o
conceito de grupo livre encontrard um contra-exemplo no exercicio 11, no
final desta secao.

Lema 3.3.4 (P. Hall [8]) Seja G um grupo nilpotente.
(1) Se a € v(G) ebe G entio (a,b™) = (a,b)” mod v;+2(QG).

(i) Se G ¢é gerado por um nimero finito de elementos de ordem finita,
entao os fatores v;(G)/vi+1(G) sao finitos, para todo i > 1.

Demonstracao. (i) Segue, da parte (v) do Lema 2.1.3 que (a,b?) =
(a,b)(a,b)(a,b,b). Como (a,b,b) = ((a,b),b) e (a,b) € vi4+1(G) é central
médulo v;12(G), temos que (a,b?) = (a,b)? mod 7;42(G).

Indutivamente, obtemos também que (a,b") = (a,b)"™ mod 7;12(G), o
que prova o enunciado.

(7i) Vamos provar esta afirmacao por inducdo em i. Suponha
que G = (a1, ...,ar), onde cada a; tem ordem finita. Para i = 1 temos que
71(G)/72(G) é gerado pelas classes a;v2(G), 1 < j < r dos geradores de G,
que obviamente sao de ordem finita. Como 71 (G)/72(G) é abeliano, também
é finito.

Assim, suponhamos que v;(G)/7i+1(G) € finito. O fator v,11(G)/vi+2(G)
é gerado por elementos da forma (b1, . . ., bi+1)7i+2(G) onde b; € {a1,...,a,}.
Seja n = o(b;+1). Entao, da parte (i), temos que

(blv s 7bi+1)n = (b17' ) ?—‘,—1) =1 (mOd 71+2(G)) :

Isto mostra que 7;4+1(G)/7vi+2(G) é um grupo abeliano, finitamente gera-
do por elementos de ordem finita e, portanto, é finito. O

Agora estamos em condig¢oes de provar que vale, para os grupos nilpo-
tentes, um resultado andlogo ao Teorema 1.2.9 demonstrado para grupos
abelianos.
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Teorema 3.3.5 Seja G um grupo nilpotente. Entao, temos que

(i) O conjunto T de elementos de ordem finita de G é um subgrupo total-
mente invariante.

(ii) O quociente G/T é sem torgao.

(i4i) Para cada inteiro primo p tal que G contém elementos de ordem p,
existe um tinico p-subgrupo mazimal T, de T' e T' € o produto direto de
todos estes subgrupos.

Demonstragao. Sejam x,y dois elementos de ordem finita em G e seja
H = (x,y). Entao, na série central inferior

H=my(H)Dy(H)>: - D>vw(H)={1}

todos os fatores sao finitos pelo Lema 3.3.4. Logo, H é finito e, conseqiiente-
mente, xy € H é um elemento de ordem finita, como queriamos demonstrar.

O fato de que T é totalmente invariante e G/T' é sem tor¢ao segue de um
célculo imediato.

Para provar a nossa tultima afirmacdo vamos mostrar que o produto de
dois p-elementos ¢ novamente um p-elemento, o que implicard que 7, é um
subgrupo. Assim, sejam a,b € G p-elementos. Como vimos acima, (a,b) é
finito e, como é um subgrupo de G, ele é nilpotente. Pelo Teorema 3.2.4
sabemos que (a,b) é o produto direto dos seus subgrupos de Sylow e, como
a e b pertencem ambos ao unico p-subgrupo de Sylow de (a, b), segue que o
seu produto também é um p-elemento.

O resto da nossa afirmacao é de demonstragao simples, que deixamos
como exercicio para o leitor. ]

A seguir, vamos refinar estes resultados para o caso em que G, além
de ser nilpotente, é finitamente gerado. Veremos que, nessa hipotese, seréd
possivel obter bem mais informagao sobre a estrutura do grupo. Comegamos
com uma observacdo simples, que é uma conseqiiéncia direta de resultados
anteriores.

Corolario 3.3.6 Seja G um grupo nilpotente, finitamente gerado. Entdo
T(G) é um grupo finito.

Demonstracao. De acordo com o Corolario 3.3.3, T(G) é um grupo
finitamente gerado e a parte (i7) do Lema 3.3.4 mostra diretamente que,
nestas condic¢oes, ele é finito. O
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Lema 3.3.7 Seja G um grupo com série central superior
{1} =G(G) CcQ(G) C - CG(G) C---.
Se (1(G) = ((G), o centro de G, € sem tor¢ao, entao cada fator i1+1(G)/G(G)

é sem torgao.

Demonstragao. Mais uma vez, faremos inducao em i. Note que a
afirmacao é verdadeira para (1(G)/{o(G) por hip6tese. Suponhamos entao
que os fatores

C(G)/G(G); - -+, Gi(G)/Ci-1(G)

sao livres de torgao.

Queremos provar que (;+1(G)/¢(G) também é sem tor¢ao. Suponhamos,
por absurdo, que existem um elemento x € (;+1(G) e um inteiro positivo m
tais que 2™ € (;(G). Seja g um elemento arbitrario de G. Entao (g,x) €
Gi(Q) e, pela parte (i7i) do Lema 2.1.3, temos que

(g,2)™ = (g,2™) =1 mod ¢—1(G).
Entao, da hipdtese de inducao vem que
(g,l') € C’i*l(G)’ Vg € G7

o que mostra que z € (;(G).
Ja provamos que, se z € (i4+1(G) é tal que ™ = 1 em (11(G)/G(G),
entdo T = 1, donde (;1+1(G)/¢(G) é sem tor¢ao, como afirmamos. O

Corolario 3.3.8 Se G € um grupo nilpotente sem tor¢dao entdo todos os
fatores de sua série central superior também sao livres de tor¢ao. Mais ainda,
se G € finitamente gerado entdo G admite uma série central

{1} =GocGiC---CG,=G
tal que todos os seus fatores sao grupos ciclicos infinitos.

Demonstragao. A primeira parte da nossa afirmagao segue imediata-
mente do lema acima. Agora, se G é finitamente gerado, entao cada fator
central (;(G)/(;—1(G) é finitamente gerado e sem tor¢ao; logo, pode ser es-
crito como o produto direto de um niimero finito de grupos ciclicos infinitos.
Segue entao que a série central superior pode ser refinada a uma série cental
ascendente onde cada fator é ciclico infinito. O
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Definicao 3.3.9 Um grupo G diz-se ordenado se existe uma relagao <
definida em G tal que:

(i) g < g para todo elemento g € G.
(ii) Se g < h eh < g entio g =h.
(iii) Se g < h e h <k entio g <k.
(iv) Dados g,h € G tem-se que g < h ou h < g.

(v) Dados g,h € G tais que g < h, para todo a € G tem-se que ag < ah e
ga < ha.

As condicoes (7) a (iii) da defini¢ao acima dizem que < é uma relacao de
ordem, a condigao (iv) diz que essa ordem é total e, finalmente, a condi¢ao
(v) estabelece que a ordem é compativel, a direita e a4 esquerda, com a ope-
ragao do grupo. Naturalmente, escreveremos g < h para indicar que g < h
mas g # h.

Um exemplo simples de grupo ordenado é o grupo ciclico infinito. De
fato, seja G = (a). Dados z,y € G podemos escrever univocamente = = a’ e
y = a’, com ¢, j nimeros inteiros. Dizemos entdao que z < y se e somente se

i<
Se G é um grupo abeliano livre e finitamente gerado entao, de acordo
com o Teorema 1.2.8, ele & da forma G ~ C x --- x C, onde C denota um

grupo ciclico infinito e o namero de fatores diretos é igual ao posto de G.
Se denotamos por aq,...a, os geradores destes grupos ciclicos, dados dois
elementos x,y € G podemos escrever:

i1 tn

j— S
r = a- --a, "

ey = aj'---ay.

Entao, podemos ordenar G lexicograficamente da seguinte forma: dados x #
y em G, se i & o primeiro indice para o qual #; # s;, entdo diz-se que = < y
se t; < s;.

A proxima proposicao exibe mais um exemplo de grupo ordenado.

Proposicao 3.3.10 Seja G um grupo nilpotente, finitamente gerado, sem
tor¢ao. Entao G pode ser ordenado.

Demonstragao. Sabemos, do Corolario 3.3.8 que G admite uma série
central

{1} =GocGiCc---CG, =G
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tal que todos os seus fatores sdo grupos ciclicos infinitos. Como observado
acima, isto implica que cada um dos fatores G;/G;—1 é ordenado.

Note que, dado um elemento arbitrario g € G, como Gy = {1} e G,, = G,
deve existir um indice i tal que g € G; mas g € G;—1. Podemos definir entao
uma ordem em G da seguinte forma: dados z # y em G, determinamos
primeiro indices ¢ e j tais que

xEGi\Gz;l e yEGj\Gj,i.

Dizemos entao que z < y se ¢ < j ou, no caso em que ¢ = j, se T < Y em
G;/Gi-1. E facil verificar diretamente que esta ¢ uma ordem em G. O

Agora, o Corolario 3.3.6 e a Proposi¢ao 3.3.10 permitem obter imediata-
mente uma versao mais precisa do Teorema 3.3.5 sobre a estrutura de um
grupo nilpotente G, no caso em que ele é finitamente gerado.

Teorema 3.3.11 Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado. FEntdo
T(G) € um grupo finito e G/T(G) € ordenado.

Finalmente, vamos mostrar que vale um resultado que, de certa forma, é
“dual” do anterior; se G é nilpotente, finitamente gerado, entdo ele contém
um subgrupo caracteristico, sem tor¢ao H, tal que o quociente G/H é finito
(veja o Teorema 3.3.20). Para isso, mais uma vez precisaremos demonstrar
antes varios lemas técnicos.

Comegamos exibindo mais uma situacao em que subgrupos de grupos
finitamente gerados sao finitamente gerados.

Proposicao 3.3.12 Um subgrupo H de indice finito de um grupo finitamen-
te gerado G € finitamente gerado.

Demonstragao. Seja G = (g1,...,9n), € seja {1 = hy, ha,..., hs}
um conjunto completo de representantes de classes laterais a esquerda de
H em G. Para cada par de indices 4,j, o conjunto g;h;H & novamente
uma classe lateral & esquerda de H em G, portanto existe um indice j'tal
que g;h;H = hj H. Note que isto significa que a aplicacdo j — j’' é uma
permutacao do conjunto {1,...,s} e existe um elemento h; ; € H tal que
gih]’ = hj’hi,j- Definimos
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Claramente, K € um subgrupo de H. Seja X = U7_,h; K. Entao, para
cada indice ¢ temos que

g X = szlgith = szlhj’hi,jK = Uj-:lhj/K,

pois h;; € K. Logo X = ¢;X para cada indice 7, donde X = GX = G.
Agora, H C G =Uj_1h; K e, como H ¢ disjunto de h; H se j # 1, temos que
H C h K. Segue imediatamente que H = K, que é finitamente gerado. [

Lema 3.3.13 Seja G um grupo finitamente gerado e seja n > 1 um inteiro
fizo. Entao G contém somente um nimero finito de subgrupos cujo indice é
menor o igual a n.

Demonstragao. Seja H um subgrupo de G com (G : H) < n e seja
{H1,...,Hp} o conjunto de classes laterais a direita de H em G. Dado
um elemento g € H, temos que {Hig, ..., Hy,g} é novamente o conjunto de
classes laterais a direita de H em G. Denotamos entao H;g = H, ;). A
aplicacao g — o4 € um homomorfismo de grupos de G em Sy, e claramente
Ker(o) C H. Entdo H = o~ 1(W) para algum subgrupo W de S,,.

Como o é determinado pelas imagens dos geradores de GG, que sao em
nimero finito, vemos que existe apenas um numero finito de aplicagoes
oc: G — Sy e, como Sy, contém apenas um numero finito de subgrupos,
segue o resultado. O

Definicao 3.3.14 Seja X uma classe de grupos. Um grupo G diz-se poli-X
se G contém uma série subnormal

{1}:G0<1G1<1"'<1Gn:G
tal que cada fator G;/G;—1, 1 < i <n, pertence a classe X.

Mostramos na Proposicao 2.2.6 que grupos soliveis finitos sdo policicli-
cos (donde isto também vale para grupos nilpotentes finitos). Também, o
Teorema 3.3.5 mostra que se G é um grupo nilpotente finitamente gerado,
entdo G/T(G) é poli-(ciclico infinito). Segue entdo imediatamente que um
grupo nilpotente finitamente gerado € policiclico.

Num dos artigos de uma série em que investigava grupos soliiveis noethe-
rianos (i.e., grupos soluveis nos quais toda familia de subgrupos contém um
maximal), K.A. Hirsch [11] provou que tais grupos possuem uma série sub-
normal em que todos os fatores sao ciclicos, embora nao lhes desse um nome
particular. O termo policiclico, mais uma vez, é devido a P. Hall [9].
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Lema 3.3.15 Seja X uma classe de grupos. Se X € fechada para subgrupos
(isto €, se G € X implica que H € X para todo subgrupo H de G), entdo a
classe dos grupos poli-X também ¢é fechada para subgrupos.

Demonstragao. Seja
{1}:G0<1G1<1"'<1Gn:G

uma série subnormal tal que G;/G;—1 € X, 1 <i < n, eseja H um subgrupo
de G. Entao

{1} =GonH<«(GinH)<---<a(G,NH)=H

é uma série subnormal para H e

G;,NH - Gi_l(HﬂGz‘)
GioiNH Gi—1

que é um subgrupo de G;/G;_1. Como X ¢é fechada para subgrupos, temos
que (G;NH)/(Gi—1 N H) € X, donde segue a tese. O

Vamos precisar do seguinte resultado elementar.

Lema 3.3.16 Sejam H e K subgrupos de indice finito de um grupo G.
Entao:
(G:HNK)<(G:H)G:K).

Demonstragao. Vamos denotar por Ly, Lx e L os conjuntos de classes
laterais & esquerda de H, K e H N K em G respectivamente.

Definimos uma aplicagdo ¢ : L — Ly x Lx por x(H N K) — (zH,zK)
e afirmamos que esta aplicac@o ¢ injetora. De fato, se (¢H,zK) = (yH,yK)
para algum z,y € G, temos que tH = yH e 2K = yK donde y 'z € HNK
e portanto x(H N K) = y(H N K).

A injetividade de ¢ implica que |L| < |Ly||Lk| logo (G : HN K) <
(G: H)(G: K), como afirmado. O

Usando inducao segue imediatamente o seguinte resultado.

Lema 3.3.17 (Poincaré) A intersecao de um nimero finito de subgrupos de
indice finito num grupo G € de indice finito em G.
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O seguinte resultado serd necesséario no decorrer da prova do nosso pro-
ximo teorema.

Lema 3.3.18 Seja N um subgrupo normal de um grupo G tal que G/N ¢é
finito ou ciclico infinito. Se N contém um subgrupo caracteristico H, de
indice finito, tal que H € poli-(ciclico infinito), entao G contém um subgrupo
normal W que €, ele proprio, poli-(ciclico infinito).

Demonstragao. Como H car N e N <G temos que H < G. Sejam
K1 =G/H e K3 = N/H. Se G/N é fnito, entao o proprio H ¢ um subgrupo
nas condic¢oes do enunciado.

Se G/N é ciclico infinito, entao

Ky G/H G
Ky N/H N’
donde K7 /K, também é ciclico infinito.
Dado um elemento x € G, denotaremos por xg sua classe em K e por
Tp a classe de zp em K;/Kj5. Como acabamos de provar que este ultimo
grupo é ciclico infinito, segue que existe g € G tal que K1/Ky = (go) donde,
em particular, temos que g é um elemento de G de ordem infinita e que
Ky = (K3, go)-
Como H é de indice finita em N, temos que Ks é finito. Ainda, como
a conjugacao por go induz um automorfismo de Ko, que deve ser de ordem
finita, segue que existe um inteiro positivo ¢ tal que gf centraliza K3. Temos
entdo que (g!) ¢ um subgrupo central de Kj.
Sejam entdo W = (N,g') e W = (Ks,g}). Como Ky < K; temos que
W < Ky, donde W < G.
Finalmente, note que W/N =~ (g*) ¢ ciclico infinito e, como N & poli-
(ciclico infinito) segue que W também o é. O

Teorema 3.3.19 Seja G um grupo poli-(finito ou ciclico). Entao, G contém
um subgrupo caracteristico H tal que H = {1} ou € poli-(ciclico infinito) e
tal que G/H ¢ finito.

Demonstragao. Seja
{1}:G0<1G1<1"'<1Gn:G

uma série subnormal tal que cada fator G;/G;—1 é finito ou ciclico. Va-
mos provar, por inducao em i, que cada subgrupo G; contém um subgrupo
caracteristico H;, de indice finito, que é poli-(ciclico infinito), 1 < i < n.
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O resultado é verdadeiro se ¢ = 1. De fato, temos que G; é finito ou
ciclico infinito. No primeiro caso, tomamos H = {1} e, no segundo, tomamos
H =G

Assim, vamos assumir, por inducdo, que um tal subgrupo H; existe em
G;. Do lema anterior, sabemos que existe W < G;11, de indice finito e tal
que W é poli-(ciclico infinito). Por outro lado, como é claro que Gj41 é
finitamente gerado, o Lema 3.3.13 nos diz que existe apenas um nimero
finito de subgrupos de G;41 cujo indice é igual a (G;y1 : W).

Seja H;y1 a intersecao de todos estes subgrupos. Entao H;,1 é necessa-
riamente caracteristico e segue do Lema 3.3.17 (de Poincaré) que ele é de
indice finito.

Da propria definicao de H;41 temos que H;1y C W de modo que o
Lema 3.3.15 mostra que H;;1 € poli-(ciclico infinito), o que completa a de-
monstracao. (|

Como consequéncia imediata, temos o seguinte.
Teorema 3.3.20 Um grupo nilpotente finitamente gerado G contém um sub-

grupo caracteristico H que é sem tor¢ao (na verdade, € poli-(ciclico infinito))
e tal que G/H ¢ finito.

EXERCICIOS

1. Seja G um grupo finito nilpotente de ordem n. Prove que, para cada divisor
d de n, G contém um subgrupo de ordem d.

2. Seja H um subgrupo de um grupo finito nilpotente G. Definimos N; =
Ng(H) e, indutivamente, N; = Ng(N;—1). Prove que existe um inteiro
positivo k tal que N = G.

3. Seja G um grupo nilpotente. Prove que todo subgrupo maximal préprio H
de G é normal e que (G : H) é um nimero primo.

4. Mostre que, se um grupo G é tal que G/Z(G) é nilpotente, entdo G é nilpo-
tente.

5. Mostre que um grupo nilpotente finito tem uma série central cujos fatores
sao de ordem prima.

6. Seja K um corpo e UT(n, K) o grupo linear unitriangular superior de grau
n > 1 sobre K. Mostre que:
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(i) Se K é um corpo infinito, de caracteristica prima p e ¢ é um inteiro
positivo tal que p* > n, entdo UT(n, K) é um grupo infinito, de tor¢ao
e todos seus elementos tem ordem divisor de p.

(ii) Se K é de caracteristica 0, entdo UT'(2, K) é um grupo nilpotente, sem
torcao.

7. Seja G um grupo nilpotente infinito que é finitamente gerado. Prove que
Z(G) contém em elemento de ordem infinita.

8. Seja
{1}=GocGiC---CG,=G

uma série central de um grupo G tal que todos os seus fatores sao grupos
ciclicos infinitos e seja u; € G um elemento tal que G;/G;—1 = (u;), 1 <i <
n. Prove que todo elemento g € G pode-se escrever de modo tnico na forma

an
n

g f— ullll e U
onde ay,...a, sao inteiros.
Utilize esta representagdo para provar que um grupo nilpotente, finitamente
gerado, sem torcao, é ordenado.

9. Seja G = (a,z | a® = 1, 2 tax = a”). Determine Z(G),G’,T(G) e prove
que G é nilpotente de classe 2. Mostre que ndo é possivel escrever

G ~ T(G) x

10. Prove que o conjunto de elementos de ordem finita do grupo diedral infinito
Do = (zy|y? =1, a¥ =2 ")
nao é um subgrupo.

11. Seja F' um grupo lgvre com dois geradores a e b. Prove que o conjunto de
elementos {a,a’ a®,...,a"", ...} gera um grupo livre.

12. Seja X uma classe de grupos que é fechada para imagens homomorfas. Prove
que a classe dos grupos poli-X também é fechada para imagens homomorfas.

13. Seja m = {p1,...,pn} um conjunto finito de inteiros primos. Um grupo G
diz-se 7-livre se para todo elemento g € G e todo primo p € 7 temos que
gP = 1 implica g = 1. Prove que se o centro de um grupo é 7-livre entao os
fatores da série central superior também sao m-livres.
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