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Resumo:

Diversas pessoas, independente de suas formacdes, podem se identificar facilmente
com casos de polui¢do da dgua, mesmo que com pouquissimo conhecimento cientifico sobre o
assunto. Sendo que os fatos que ocorrem no mundo da agua subterrdnea ndo podem ser
diretamente observados, este trabalho vem a apresentar modelos matematicos considerados
ferramentas chave utilizados por pesquisadores. Baseados em alguns pontos de amostragem,
onde pogos sdo perfurados ou a dgua subterranea ¢ diretamente observada ou exemplificada,
sdao criados modelos matematicos a fim de obter deducdes sobre a direcdo na qual a agua
subterranea esta escoando, a razdo em que esta se movendo, e a localizagdo em que a agua
pode estar contaminada. Este artigo fornece uma introducao de como os modelos matematicos

podem ser usados para o entendimento de problemas ambientais.
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Abstract

The range of people generally being asked to understand and deal with ground-water
contamination problems includes not only scientists and engineers, but also lawyers, real
estate agents, bankers, town officials and others. Since much of what goes on in the realm of
ground water is beneath the surface of the earth, where it cannot be seen or directly

observed, mathematical models have come to be a key tool for ground-water investigators to
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use. Based on a few sampling points where wells are drilled, are created mathematical
models to make deductions about the direction in which the ground water is flowing, the rate
at which it is moving, and the locations at which it may have picked up contamination. This
subject therefore provides a perfect introduction to how mathematical models can be used to

help to understand environmental problems.

1. Introducao

O objetivo deste trabalho ¢ demonstrar o desenvolvimento de modelos matematicos
associados a qualidade da 4gua, modelando matematicamente a dindmica da poluicdo das
aguas e simulando situacdes modeladas matematicamente da dinamica das aguas, resultando

em um desenvolvimento de tecnologias inovadoras para producao industrial limpa.

2. Principios fisicos e exemplos de situacoes

As primeiras idéias a serem levadas em conta sdo principios fisicos e equacdes
matematicas que permitem a investigagdo de casos de contaminacdo de agua do solo,
verificando os tipos de informagdo que cada uma destas equagdes pode nos fornecer.

Uma excelente maneira para realizar estas verificacdes ¢ se colocar no papel de
alguém que deva lidar com tal problema de contamina¢do da dgua do solo. Imagina-se,
normalmente, que as primeiras reagdes sdo de certa forma irracionais, por serem baseadas
inteiramente em um conhecimento limitado sobre o assunto abordado. Porém, com o passar
de pouquissimo tempo se percebe que esta expectativa ndo se consolida, pois a faixa de
pessoas geralmente questionada quanto ao entendimento e quanto a lidar com problemas de
contaminacdo da agua do solo, ndo inclui apenas especialistas. Diversas pessoas,
independente de suas formagdes, podem se identificar facilmente com casos de poluicdo da
agua, mesmo que com pouquissimo conhecimento cientifico sobre o assunto.

Através da abordagem e discussao de situacdes ficticias € possivel se ter uma melhor
visualizacdo de possiveis problemas a serem enfrentados em casos de poluicdo da agua. A
seguir, sdo demonstrados dois exemplos de situacdes ficticias:

1* Situacdo: Um tanque de gasolina subterraneo sendo desenterrado em um posto
local. Cidadaos desejam saber se hd algum risco de saude (como uma possivel contaminagdo
da 4gua em suas propriedades).

Ao ser questionado, o operador do posto responde que um “pequeno vazamento” foi



encontrado em um dos tanques e entdo, para ndo correr riscos, o fornecedor de gasolina
decidiu substituir todos os tanques por novas marcas. A légica diz que se houve vazamento, o
solo circundante teria sido contaminado por determinada extensdo € uma vez que a
contaminagdo atinja o aqiliifero (adj que contém 4agua), esta deve se mover junto ao
movimento geral da dgua do solo.

Para realiza¢do de um estudo sdo necessarios dados quantitativos como: quantidade de
gasolina que vazou, por quanto tempo vazou, a dire¢do em que a agua do solo estd se
dirigindo e a velocidade em que estd ocorrendo. Adiante, serd necessaria alguma amostra do
solo a fim de determinar a extensdao da contaminacdo, sendo que amostras de aguas
subterraneas nestes casos sdo normalmente feitas por meio de fontes (pogos) de
monitoramento (perfuragdes no solo).

Nao ha possibilidade de que se faga perfuragdes por todo o local, devido ao custo e ao
impacto ambiental causado pela propria operacdo. Porém, caso a fonte de monitoramento seja
colocada no local errado, pode-se ndo notar o trajeto de migragdo da contaminagdo, e levar a
uma falsa conclusio de que ndo ha problema ambiental. E necessario, inicialmente, formar um
conceito preliminar do que pode estar ocorrendo no subsolo. Pode-se seguir insistindo em
uma primeira circunferéncia de amostras, no principio das quais se refinard uma estrutura
conceitual para verificar se uma segunda area com amostras mais refinadas serd necessaria.
Neste ponto, alguns calculos bastante esbogados sdo tuteis. Este tipo de situacdo ocorre por
diversos locais a todo instante ¢ ¢ a linha principal de trabalho para muitas empresas de
engenharia civil e ambiental. Enquanto os engenheiros e hidrologistas fazem muitas das
analises, as pessoas que fundamentalmente necessitam entender os resultados e tomar as
decisdes normalmente nao sdo engenheiros. Podem ser funcionérios publicos, vizinhos, ou
proprietarios de negocios.

2" Situacfo: Uma residéncia com fonte de dgua potavel propria, porém localizada em
uma cidade que também tem suprimento publico de dgua, ao qual metade dos residentes estao
conectados. Devido a recentes desenvolvimentos na cidade, foi decidido aumentar a fonte de
suprimento existente na cidade através de uma fonte adicional.

A localizagdo da residéncia ¢ relativamente proxima a um aterro anteriormente
utilizado pela cidade. O departamento de engenharia municipal assegurou, na época do
fechamento do aterro, que os contaminantes nao estariam sujeitos a migragdo, pois este estava
bem isolado. Porém, alguns questionamentos podem ser efetuados, com base em estudos
sobre o movimento da 4gua, como por exemplo: a possibilidade da nova fonte da cidade atrair

agua do solo para todas as dire¢des vizinhas, a possibilidade da fonte ter como alguns de seus



caminhos (esbogados pela 4gua) a casa e/ou o antigo aterro, a probabilidade de que esta fonte
diminua o nivel de 4gua da casa (expondo o abastecimento de agua), ¢ ainda pior, a
possibilidade de percorrer 4gua contaminada do territdrio do aterro em direcdo a casa € a nova
fonte.

As condigdes estao mudando como resultado da nova fonte da cidade. Estas mudancas
podem ocorrer devido ao recuo de dgua na fonte, através da suc¢do (bombeamento), que tem
uma tendéncia de inclinar o nivel fredtico na adjacéncia da fonte, e assim tracionar a dgua de
um vasto raio. Pode-se exigir da cidade uma investigacdo do impacto da nova fonte no
suprimento de agua e da migracao dos potenciais contaminantes abaixo do aterro municipal
fechado. Nesta situagdo esta sendo solicitado a eles que fagcam um progndstico sobre o
comportamento futuro da 4gua do solo no aqiiifero, at¢ mesmo antes da fonte ser construida e
operada. Como fazer tais progndsticos? Coletam-se os dados relevantes da area, e se utilizam

modelos matematicos!

3. Verificaciao de experimentos prévios

Diversos experimentos foram realizados por pesquisadores nesta area, e alguns pontos
basicos referentes a tais pesquisas devem ser considerados. Generalizando, os principais
fatores referentes ao fluxo do sistema de dgua do solo usualmente concentram-se em dois
aspectos basicos:

a. Quantidade de 4gua subterranea fluindo através de uma por¢do de um aqiiifero: sendo
possivel estimar qudo rapido algum poluente estd infiltrando na agua do solo, torna-se
possivel também estimar sua concentracdo no aqiiifero. Isto implicard em uma melhor idéia
do grau de risco, assim como dos niveis a serem detectados em qualquer amostra. Este topico
normalmente depende de uma equagdo conhecida como Lei de Darcy, muito simples, como
segue:

0=KiA (1)

Porém, ¢ necessario um tempo maior para que as variaveis sejam definidas, de forma
individual, precisamente.

b. Velocidade da movimentagdo da &4gua: fornecerda uma idéia de qudo longe a
contaminag¢do pode ter se expandido ou quanto tempo se tem para agir, a fim de reté-la a
uma expansdo muito pequena. Este tdpico normalmente depende de uma equagdo

conhecida como Equacdo da Velocidade Intersticial que também aparenta ser simples:



_Ki
V= p (2)

Serdo agora verificados os detalhes da Lei Darcy e a Equacdo da Velocidade

Intersticial.
4. Lei de Darcy

No desenvolvimento de qualquer tipo de modelo matematico, ¢ preciso imaginar quais
as variaveis fisicas chaves que estdo controlando a situacdo de interesse. O interesse desta
parte do presente artigo ¢ o fluxo da dgua do solo através de algum tipo de meio geoldgico
poroso. Por volta de 1850, um engenheiro francés chamado Henri Darcy, estava interessado
essencialmente na mesma questdo, por estar tentando montar um sistema para filtrar d4gua na
cidade de Dijon, Franca, fazendo com que esta agua atravessasse uma camada de areia limpa
— tais filtros de areia sdo comumente utilizados ainda hoje. As duvidas de Darcy estavam
relacionadas a quantidade de 4gua que poderia se mover e a que razdo, através de que
tamanho de filtro de areia. Para responder estas questdes, ele montou alguns experimentos
simples.

A Figura 1 demonstra um experimento no qual a 4gua pode ser impulsionada pelo peso
de uma coluna de 4gua através de uma amostra geologica, como areia, cascalho, areia fina ou
at¢ mesmo algum tipo de rocha porosa ou fraturada. Se a amostra geologica ¢ de algum
material através do qual a 4gua passa praticamente sem esfor¢os, entdo ndo serd necessaria a
aplicacdo de muita forca (peso) para impulsionar a agua através deste. Por outro lado, se a
amostra ndo permite o fluxo facil de d4gua, como areia fina ou barro, entdo a mesma quantia de
forca ird resultar em uma razdo de fluxo de dgua muito menor através da amostra. Nesta
ultima situagdo, podera se esperar que por um grande aumento da forca, havera a possibilidade
de se trazer a razao de fluxo da forma como no caso anterior.

Podem ser variados dois fatores, de trés formas: inicialmente variar a for¢a aplicada,
em um segundo experimento ¢ possivel variar o comprimento da amostra no trajeto do fluxo,
€ em um terceiro caso ha a possibilidade de efetuar uma variagao mais complexa do caso base,
com duas alteragdes, tanto na pressao de entrada ou forga aplicada (determinada pela altura da
coluna), quanto na resisténcia da trajetoria (determinada pelo comprimento da amostra).
Experimentos semelhantes a estes foram realizados por Darcy, o qual sempre questionava o
que poderia ocorrer a cada alteragdo executada. Ao se unir, em linguagem matematica, as

observagdes dos experimentos, sera atingida a Lei de Darcy! Na terminologia da



proporcionalidade matematica, € possivel fazer as seguintes afirmagdes:
1. A razdo de fluxo ¢ proporcional a pressdo motriz da rede, representada por:
Ah=h,— h, (3).
2. A razao de fluxo ¢ inversamente proporcional ao comprimento L da amostra.
3. A razdo de fluxo € proporcional a area da secdo transversal A do trajeto do fluxo.
4. A “constante de proporcionalidade” das relagdes, naturalmente depende do meio geoldgico

especifico em estudo.

Cano de entrada de agua
para manter o nivel constante

Cano de saida de agua
para manter o nivel constante

h1

Amostra Geologica
(area da segao transversal = A,
comprimento = L)

Nivel arbitrario para medir as alturas

Figura 1 — Experimento original de Darcy

Reunindo estes principios na forma de uma equag@o matematica:
1

Q=K><Ah><z><A 4)

Onde Q ¢ a razdo de fluxo total através da amostra (volume/tempo), e K a constante de
proporcionalidade correspondente, ou seja, a condutividade hidraulica (onde as propriedades
do material geologico entram).

A equacao para Q ¢ muito proxima a forma de Lei de Darcy que foi iniciada

anteriormente. Em particular, utilizando a defini¢ao
Ah

._Ah 5

==, 6

a seguinte equagao realmente reduz a forma de critério da Lei de Darcy,



0=KiA. (1)
A quantidade i1 ¢ chamada de gradiente hidraulico. Representa o efeito combinado da
diferenga de pressdo entre os dois finais do meio geoldgico, e do comprimento do trajeto do

fluxo através do meio.

5. Equacio da velocidade intersticial

Conforme Darcy desenvolveu experimentos para verificar as variaveis fisicas chaves
que estavam controlando a situagdo de interesse, € interessante que se esboge determinados
experimentos com a finalidade de uma melhor visualizagdo da velocidade intersticial.

Um experimento em especial tem grande importancia: focar a aten¢do para apenas um
pé€ quadrado da secdo transversal do aqiiifero, considerando um trajeto livre. A velocidade ao
longo deste trajeto ¢ a velocidade intersticial ou, simplesmente, velocidade da agua do sola
Esta velocidade ¢ a medida na qual geralmente hé interesse, porque esta representard o quao
longe da sua fonte algum contaminante dissolvido podera ter migrado, em um dado espago de
tempo.

Para determinar a velocidade atual do fluido em um aqiiifero, ¢ necessario observar o
fluxo volumétrico do fluido através de uma unidade de area da secdo transversal (um pé
quadrado neste experimento) e entdo dividir este nimero pela porosidade do aqiiifero. Para
colocar isto em termos matematicos, ¢ necessario calcular inicialmente o fluxo volumétrico do
fluido q através de uma unidade de area da segdo transversal do aqiiifero. Isto ¢ obtido pela

colocacdo A =1 na Lei de Darcy:

q= Ki(l) (6)
=Ki_ (7)
Entdo, dividir pela porosidade N para obter a Equacao da Velocidade Intersticial:
Ki
V=
T ®

Onde v ¢ a velocidade efetiva do fluido ao longo do eixo do trajeto do fluxo, K a

condutividade hidrdulica comum, i representa o gradiente hidrdulico comum e, N representa a
porosidade do meio.

Este fluxo do fluido, através da unidade de area da se¢do transversal, tem um nome
especifico: ¢ conhecido como curso e ¢ denotado pela letra q. Assim, ¢ gerada a equagdo da

velocidade intersticial na forma:



-4
= )

Observa-se que para calcular a velocidade do fluido, ndo h4 necessidade de se saber a
espessura da camada do aqiiifero ou sua extensdo lateral. E necessario conhecer duas das
propriedades inerentes do material — condutividade hidraulica K e porosidade # — assim

como o gradiente hidraulico i sobre a por¢ao do aqiiifero em estudo.
6. Uso dos diagramas superficiais de contorno

Quando um hidrologista comeca a investigar o regime da agua do solo em um aqiiifero
subterraneo, este precisa de um caminho pratico para possuir pistas de cada dado que possa
ser utilizdvel em relagdo a superficie hidraulica daquele aqiiifero. Afinal, a superficie
hidraulica pode ser o pardmetro mais fundamental ditando o fluxo da agua do solo, por que
ela determina ambas as direcdes do fluxo e a diferenga de pressdo que estd determinando este
fluxo.

Exceto pelos casos onde o nivel freatico pode estar em equilibrio com um corpo
d*agua superficial, o método geral de determinar o valor superficial da 4gua do solo em um
aquiifero, ¢ perfurar um ntimero de fontes teste das quais se pode medir as profundidades do
nivel fredtico, e usar esta informacdo para determinar a elevagdo do nivel fre4tico. Uma vez
que os dados de um numero de fontes teste sdo coletados, a principal informagao
correspondente ¢ normalmente colocada junto a um mapa de contorno da tabela, o qual ¢
muito similar a um mapa topografico. Em um mapa topogréafico, as linhas de contorno
mostram pontos de elevacao iguais; em um mapa de contorno do nivel freatico, as linhas de
contorno mostram pontos onde os valores superficiais sdo 0s mesmos.

Estes mapas normalmente sdo baseados em uma grande quantidade de interpolagdes e
extrapolagdes. Mesmo perfurando apenas um nimero determinado de fontes em um aqiiifero,
com a base dos valores obtidos nestas fontes ¢ possivel esbogar linhas para estimar onde estao
os valores constantes de maior importancia. Um fator chave ¢ o seguinte: a agua do solo a
qualquer ponto, quase sempre tende a fluir na dire¢do que € perpendicular a linha superficial
de contorno naquele ponto. A 4gua do solo “quase sempre” segue um caminho de declinio,
isto porque ocasionalmente algo pode entrar no caminho para desviar a 4gua para uma dire¢ao
diferente dos declives. Portanto, ¢ assumido como uma regra geral que o fluxo da agua do
solo sera perpendicular ao contorno superficial. Esta ¢ uma boa suposi¢do para quase toda

situacao comum.



Um ponto importante em relagdo ao método de calculos que utiliza este mapas de
contorno ¢ a questdo da divisdo do trajeto do fluxo em segmentos individuais. Os mapas
devem ser divididos em segmentos, e ndo calculados de forma direta, ou seja, por um
procedimento abreviado. Embora seja muito complexo explorar as razdes aqui, o fato ¢ que
este procedimento abreviado funcionard bem quando o gradiente hidraulico for totalmente
uniforme ao longo do caminho do fluxo, mas ird divergir dos valores corretos nos casos onde
o gradiente for significativamente diferente em diferentes partes do caminho do fluxo (isto
tudo assume que os outros pardmetros hidrologicos — porosidade e condutividade hidraulica —

sdo constantes em todas as partes).

7. Determinando dire¢des de fluxo aproximadas utilizando dados de trés fontes

Dois fatores sdo necessarios para os célculos: o gradiente hidraulico, i, e a linha
superficial de contorno hidraulico, representando locais de superficies hidraulicas constantes.
Este ultimo ¢ usado em combinagdo com o principio geral de que a dire¢do do fluxo ¢ sempre
perpendicular a linha de contorno, para que se poca esbocar a linha de fluxo atual.

Através dos passos 16gicos descritos abaixo, € possivel olhar para determinados dados
e estimar aproximadamente para qual dire¢do a dgua do solo esta fluindo e aproximadamente
que gradiente hidraulico pode ter naquela dire¢ao:

1. Identificar a fonte que tenha um valor superficial que ¢ intermediario entre os outros dois.

2. Considerando que a superficie desta fonte seja intermediaria entre as superficies das outras
fontes, deve haver também um ponto entre as outras fontes que tenha o mesmo valor
superficial que esta.

3. Achar a localiza¢do do ponto intermediario entre a fonte intermedidria e fonte mais baixa.
Origem a um novo ponto, P.

4. Construir a melhor estimativa das linhas superficiais de contorno com relagdo ao valor
superficial da fonte intermediaria. Assim, havera dois pontos que pertencem a linha principal
de contorno: a localizagdo original e o novo ponto P. H4 muitos caminhos possiveis que a
linha superficial de contorno poderia tomar para conectar estes dois pontos, mas na auséncia
de quaisquer informagdes adicionais, a pratica padrao € esbogar o tipo mais simples de linha
conectando estes dois pontos, a qual sera uma linha reta.

5. Estimar a dire¢ao de fluxo geral da agua do solo baseado na linha de contorno calculada
anteriormente. Desde que a dire¢do de fluxo seja perpendicular & linha de contorno, o fluxo

deve ser na dire¢cdo geral sugerida pela linha de fluxo provinda do novo ponto Q. Este ponto
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esta no cruzamento entre a linha que vai do ponto P até a fonte intermedidria e a linha que vai
da fonte mais baixa até esta mesma linha, formando um angulo de 90° com a mesma.

6. Calcular o gradiente hidraulico correspondente na dire¢cdo do fluxo. A fim de calcular o
gradiente hidraulico atual ¢ necessario ter dois pontos ao longo de uma linha de fluxo na qual
os valores das superficies hidraulicas sejam conhecidos. As Unicas informacdes adicionais
necessarias a fim de calcular o gradiente hidrdulico sdo a distancia entre estes dois pontos ou,
equivalentemente, a extensdo do segmento perpendicular da fonte mais baixa até a linha de
contorno Q. Ha duas maneiras de determinar isto, uma comecando simplesmente a estimar a
partir de uma figura esbocada do local, usando uma escala provida nesta mesma, e a outra

utilizando trigonometria. Através do valor obtido, o gradiente ¢ estimado pela férmula:

. 4h
1= T (10)

Em resumo, a seqiiéncia de passos acima ¢ utilizada para atingir os dados das fontes a
fim de calcular a diregdao geral da linha superficial de contorno hidraulico, a linha de fluxo
correspondente, e o gradiente hidraulico atual.

E altamente caro perfurar fontes, por tal atividade requerer equipamentos pesados e
operadores experientes para realiza-la. Assim, ¢ freqiientemente desejavel minimizar o
numero de fontes perfuradas. Por estas razdes, hidrologistas defendem os calculos simples
como os descritos acima para maximizar a informagdo que eles podem obter de um ntimero

muito limitado de fontes.
8. O ForMULARIO CONTINUO DA LEI DE DARCY PARA FLUX0O UNIDIMENSIONAL

A segunda parte desta pesquisa estudou uma breve introdugdo de aspectos adicionais
da modelagem da 4gua subterranea, partindo de pontos elementares progredindo
gradativamente a niveis mais avancados, sendo utilizados desde célculos bésicos até céalculos
multivariaveis. Foi entdo desenvolvida uma interpretacao mais geral do gradiente hidraulico,
simplesmente como sendo uma derivada da “fun¢do superficial”. Possuindo a derivada da
chamada fungdo superficial, foi necessario retornar e analisar de forma mais apurada o
conceito de superficie hidraulica. Foi percebida a necessidade de estender nossa definicao
original de superficie hidraulica — a qualquer ponto no aqiiifero — como sendo a altura na qual
a agua se elevara, na fonte que penetra o aqiiifero, em determinado ponto. Também foi

percebido que o valor superficial ndo depende da profundidade do ponto onde é coletada a
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amostra do aqiiifero, mas apenas de onde as fontes estdo localizadas ao longo do trajeto
horizontal do fluxo.

A fim de fazer uma estimagao exata do gradiente hidraulico em um determinado ponto
X, € necessario ter um segundo ponto disponivel a uma distancia (4x ) relativamente pequena
em relagdo ao ponto x. Neste caminho, qualquer mudanga nas condigdes mais afastadas
através do aqiiifero ndo interferird no valor calculado para x. Utilizando notacdes dos calculos
elementares, podemos converter a situagdo mencionada para

Ah= variagdo superficial
Variacao superficial = superficie do primeiro ponto — superficie do segundo ponto

Ah=h(x)—h(x+4x) (11)
Ah=—h(x+4x)—h(x)]
—[h(x+dx)—h(x)]

ta = 12
¢ entao i o (12)

Observe que o simbolo Ah esta sendo utilizado como o negativo da forma na qual ¢
comumente utilizado em calculos elementares, a fim de representar a perda (variacao)

superficial. Note que se obtém um valor mais exato do gradiente hidrdulico no ponto x
especifico se utilizarmos valores relativamente pequenos de Ax. Alids, o valor preciso do

gradiente no ponto pode ser representado como o limite desta expressdo com Ax tendendo a 0;
isto &,
o —|h(x+ax)=h(x)]
i=lim
Ax—04x
l,:_limh(x+Ax)—h(x) (13)

Ax—0dx
_dh
dx

Entdo o valor exato do gradiente hidrdulico nesta estrutura continua ¢ dado pelo negativo da

derivada da funcao superficial! Isto leva a seguinte forma da lei de Darcy:
dh

g=Ki=—K—~ (14)

Esta também tem duas conseqiientes formulas baseadas no mesmo principio basico discutido
na primeira parte da pesquisa. Em particular, a razdo de fluxo volumétrico total através da

secdo transversal da area A sera agora dada por

O=g4A=—K %A (15) (a qual € analoga a antiga formula O=Ki4 ),
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e a equacao da velocidade intersticial vira a ser:
dh
-K

an .
___dx (16) (a qual ¢ analoga & antiga equagio v=7l ).

n

V:

9. ArLICANDO A VERSAO ConTtiNua UNIDIMENSIONAL DA LEI DE DARCY

Quando um hidrologista sai inicialmente a campo com o intuito de tentar entender o
fluxo do sistema em um aqiifero subterraneo, este estard procurando por qualquer parametro
mensuravel ou outros pardmetros que possam ser razoavelmente bem estimados. Mas possuir
estes valores € raro, porque requer consideraveis gastos com tempo e dinheiro para que sejam
coletados. Portanto, ¢ comum que dados sejam coletados de uma forma interativa, ou seja,
iniciando com um relativamente pequeno banco de dados, tentando desenvolver um
conhecimento conceitual da situagdo subterranea baseado nesta pequena amostra, através de
um modelo matemdtico para desenvolver um certo nimero de prognosticos de pardmetros
mensuraveis nao incluidos no banco de dados inicial, e entdo comparar estes valores
prognosticados com os dados de uma nova série de pesquisa de campo. E comum proceder
varias séries de interacdo deste tipo antes de alcancar um alto nivel de confianca quanto aos
valores de interpretacdo da estrutura subterranea e do regime de fluxo. Deve-se iniciar
considerando um caso relativamente simples do regime de fluxo essencialmente
unidimensional. Com a base nas discussdes realizadas através de exemplos numéricos,

podemos fazer duas observagoes:

1) Ha diversas restricoes em qualquer funcdo que represente a distribui¢do hidrdulica
superficial, especialmente na situacdo onde a condutividade hidraulica ¢ assumida como

sendo constante.

2) Ha uma interacdo entre suposi¢des que um hidrologista possa fazer sobre condutividade

hidraulica, e progndsticos que podem resultar respectivos valores superficiais.

Sob a suposicao da condutividade hidraulica, a fun¢do hidraulica superficial h (dada a

superficie hidraulica a qualquer ponto no agqiiifero) deve satisfazer a famosa equacao de

2

d”h o .
Laplace, FZO (13). Esta equacdao pode ndo parecer muito impressionante, mas
X
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representou em determinado momento o passo mais importante no desenvolvimento de
equacdes similares as de Laplace para problemas bi e tridimensionais. Para uma simplificagdo
de “derivadas parciais”, freqiientemente foram utilizadas abreviagdes hy e hy, para a primeira e

segunda derivadas de h em relagdo a x.

Sabe-se que em um tubo, por exemplo, tudo entra por um lado, deve sair na mesma
quantidade pelo outro lado. Além disso, sendo a 4gua um fluido essencialmente
incompressivel, dizer que a quantidade de massa da rede incorporando ao volume incremental
deve ser 0 ¢ equivalente a dizer que a quantidade de volume do fluido incorporando ao
volume incremental deve ser 0. Considerando o fluxo do fluido através da face esquerda e da

face direita obtemos a seguinte equagao:

0=fluxo através da face esquerda + fluxo através da face direita

0=K (~h,(x))(1-1)+K [ (x+4x))(11) (14)

Aqui foi utilizada novamente a notagdo subscrita para diferenciagio. E possivel

verificar que o sinal negativo pertence a primeira equacgdo de 7, , pois na face esquerda do
volume incremental o /%, ¢ originalmente negativo (desde que /4 seja decrescente para
direita), mas o fluxo do fluido no volume incremental deve ser positivo. Similarmente, um
sinal de mais ¢ utilizado com o valor de %, na face direita, correspondendo aos pontos onde a

coordenada x ¢ x+Ax . Os valores sendo multiplicados (1.1) correspondem as dire¢des y e

z. Efetuando algumas manipulacdes algébricas nesta ultima equagdo se obtém a equagdo de

Laplace:

0=—h (x)+h (x+4x) (divide por K)

(15)

Ozhx(x+Ax)—hx(x) (divide por 4, ) (16)

Ax
0= lim h (x+4x)—h (x) (calcular limites de ambos os lados) (17)
Ax—0 Ax
0=h_(x) (definigdo da derivada de hy) (18)

Sendo x um ponto arbitrario no trajeto do fluxo, esta equagdo deve abranger todos os valores

de x e deste modo podem ser escritos na forma simples: 2,,=0. (18)

Esta ¢ a equagdo unidimensional de Laplace! A este ponto se sabe que qualquer

intervalo de condutividade hidraulica constante, a fungdo superficial deve satisfazer a equacao
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de Laplace. Conseqiientemente ela deve ser uma linha estreita neste intervalo.

10. FaTorEs DE RETARDACAO

Essencialmente todas as discussdes sobre a modelagem da dgua subterranea até este
ponto foram orientadas para o0 movimento da propria dgua subterranea, onde uma suposi¢ao
implicita tem sido feita de que todo material dissolvido na dgua subterranea sera
simplesmente “arrastado” a uma mesma taxa. Porém, hd determinadas situacdes em que ¢
importante prestar uma maior atencdo aos processos fisicos que podem ter impacto no
movimento do contaminante de uma maneira que ird diferir do movimento préprio da agua.
Um processo que pode afetar o transporte do contaminante ¢ difusdo, significando que o
material dissolvido pode tender a difundir ou espalhar-se em todas as direcdes a qual €
transportado, tendo como resultado a diminui¢gdo da concentracdo mdaxima, porém com

contaminante dissolvido por uma 4rea muito maior.

Um segundo processo que pode afetar o movimento do material dissolvido ¢ chamado
de “retardagdo”, o qual se refere ao fato de que sob determinadas circunstiancias o material
dissolvido pode se submeter a determinadas intera¢des fisicas ou quimicas com o meio
geologico circunvizinho, sendo que o efeito na rede pode ser um retardo do avango desta
“frente contaminante”, ou seja, abaixo da velocidade natural do fluido. (Uma “frente
contaminante” se refere a regido relativamente compacta onde a concentracdo do
contaminante varia de 0 a valores de pico ou de estado estaciondrio). Um pardmetro R ¢
utilizado para caracterizar este efeito de retardacdo, referenciando pelo qual a velocidade
adiante efetiva da frente contaminante ¢ reduzida abaixo da velocidade natural do fluido. Por
exemplo, se o fator de retardagdo R ¢ 10, esta ¢ uma forma matemadtica de expressar que a

frente contaminante esta se movendo a uma taxa aproximadamente 10 vezes mais lenta do que

este fluido esta se movendo.

A fim de tornar estes aspectos mais precisos foi considerado o parametro experimental
que ¢ normalmente mensurado no laboratério, conhecido como coeficiente de distribuicao
(Kq). Este mede a distribuicao ou ponto de equilibrio entre o soluto dissolvido e o soluto que ¢

adsorvido pela matriz sélida. A seguinte equacdo define este parametro:
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_massa de soluto adsorvida na fase solida por unidade de massa de substrato
concentragao de soluto na solugao

d

(19)
Entretanto, a expressao pode ser muito mais razoavel se for rescrita na forma

massa de soluto adsorvida na fase solida por unidade de massa de substrato

=K ;X concentragio de soluto na solu¢a

(20)

sendo que esta indica simplesmente que a massa adsorvida (por unidade de substrato) é
simplesmente proporcional a concentracdo da solucdo. Dobrando a concentragdo da solugdo,
serd adsorvido duas vezes mais pela mesma quantidade de substrato. O valor de Ky € apenas a
constante de proporcionalidade! O fator de retardacao R pode ser calculado uma vez que o

coeficiente de distribui¢do K, tenha sido mensurado. O relacionamento entre estes parametros

¢ o seguinte: R=1+&><Kd (21) , onde h ¢ a porosidade usual e p, ¢ a magnitude da
n

densidade do solo ou da rocha.

11. DETERMINANDO AS LINHAS DE CONTORNO SUPERFICIAIS E AS DIREC()ES pE FLuxo GERAIS

UriLizanoo Dapos pE MoDERADAS oU Diversas FoNTES

Anteriormente foi verificada a utilizacao de dados de trés fontes para estimar as linhas
de contorno e dire¢des de fluxo. Existem diversos programas computacionais que realizam
estes tipos de operagdes. E necessaria a entrada de dados como a localizagio das fontes e seus
valores superficiais, e entdo tal programa gera algumas linhas de contorno estimadas. Porém,
pde-se em questdo a exatiddo de tais programas, devido a um desconhecimento do
procedimento utilizados pelos mesmos para gerar tais resultados. Mesmo que se tenha um
raciocinio logico para tudo que se faca, isto ndo significa que seja possivel provar que se esta
correto. Algumas pessoas acham quem ndo h4 lugar para opinides ou julgamentos na
matematica, mas em algumas importantes areas aplicadas isto ndo serd valido, pois um bom
suprimento de experiéncias e intuigdes fisicas pode até guiar pesquisadores a resultados

preciosos.
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12. ExrLORACAO DA RELACAO ENTRE LiNHAS DE CONTORNO HIDRAULICO SUPERFICIAL E LINHAS DE

FLUXO DA AGUA SUBTERRANEA

Nesta parte foi iniciado o desenvolvimento da estrutura matematica bidimensional para
elevar o conhecimento em relagdo ao fluxo da agua subterranea do método grafico utilizado
anteriormente para versdes bidimensionais mais precisas da Lei de Darcy e da Equagao de
Laplace. Sera andloga a forma continua unidimensional da lei de Darcy. Relembrando a
aproximacao basica apresentada para determinar a dire¢do e a razdo do movimento da dgua
subterranea: identificar as linhas de contorno hidraulico superficial, assumir que as dire¢des
de fluxo sdo sempre perpendiculares a estas linhas de contorno, esbocar na linha de fluxo
iniciando a qualquer ponto de interesse (como o ponto onde a contaminagdo entra no
aqiiifero), e analisar distancias e gradientes hidraulicos ao longo da linha de fluxo. Sempre foi
suposto que a dgua subterranea flui em uma direcdo perpendicular as linhas de contorno de
superficies hidraulicas. A proposta deste topico foi investigar mais a fundo esta suposicao e
entender quando isto se aplica e quando ndo se aplica. O fator chave em um meio isotrdpico €
o fato de que a dgua se move na mesma direcdo que a forga externa aplicada a ela pela
variagdo da superficie hidraulica. Entretanto, algumas vezes a movimentacdo ndo ocorre na
direcdo exata na qual se tenta empurra-las através de uma forca externa. Sabe-se também que
alguns meios geoldgicos podem favorecer o fluxo da dgua subterranea em certas direcdes e

impedir este fluxo em outras. Torna-se necessario considerar as seguintes observacdes:

a) A lei de Darcy por si ndo se aplica a um meio anisotropico, mas a equa¢ao matriz
analoga a lei de Darcy se aplica onde a condutividade hidraulica ¢ representada por

uma matriz de varios valores.

b) A direcao de fluxo do fluido nem sempre sera perpendicular as linhas de contorno

hidraulico superficiais.

13. A VERsA0 CONTINUA DA LEI DE DARCY EM DUAS E TRES DIMENSOES PARA MEIOS ISOTROPICOS E

ANISOTROPICOS

Verificou-se anteriormente que a lei de Darcy tomou a seguinte forma:
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q=—K% (22) ou g=—Kh, (23)

O caso mais comum encontrado ¢ o fluxo essencialmente horizontal, mas que pode se
mover nas duas dire¢des horizontais. Para uma consistente notagao, ¢ necessario utilizar x e y
para representar as duas dimensdes do campo do fluxo, que podem ser duas dimensdes

horizontais ou uma dimensao horizontal e uma vertical. Deste modo ¢ possivel escrevé-la
como /(x,y) ou simplesmente h. Sendo esta uma fungdo de duas variaveis, esta pode ter

derivadas parciais. A derivada parcial em relacdo a x ¢é referente ao indice de variagdo de h em

< s D Oh
relacio 2 x com y sem apresentar variagdo; isto pode ser denotado por he ou P

Similarmente ocorre com y. Tomando as duas derivadas parciais de h e unindo-as em forma
de vetor, isto é, (hyhy), sendo conhecido como vetor gradiente de h, denotado por V4 .

Assim,
Vh=(h.h). (24)

este possui uma magnitude e uma dire¢do. Isto ¢ demonstrado em calculos multivariaveis nos
quais esta direcdo tende a ser perpendicular a linha de contorno em qualquer ponto. A

magnitude ou “Modelo Euclidiano” do gradiente vetor, ¢

IVhll=Vh+h,  (25)

sendo que tende a ser o mesmo valor da “derivada direcional” de h obtida pela direcdo do
vetor gradiente. Neste ponto ¢ combinada esta estrutura matematica com o principio fisico
basico de Darcy e o trabalho realizado na seg¢do prévia a fim de desenvolver versodes
bidimensionais da Lei de Darcy para duas situacdes distintas: um meio isotrépico € um meio

anisotropico.

No caso isotropico, o meio ndo exerce forgas preferenciais para tentar mover o fluido a
nao ser na direcdo na qual este geralmente objetivar percorrer. Por esta razdo, este ird se
mover em uma direcdo perpendicular as linhas de contorno, a mesma direcdo linear do vetor

gradiente e sua forma negativa. O vetor de fluxo q a qualquer ponto ¢ uma grandeza escalar
positiva multipla do vetor gradiente negativo; ou seja, g=K (—V h)=—K Vih. (26)
Para um dado meio, a razdo de fluxo a qualquer ponto ¢ proporcional a variagdo da

superficie ao longo do trajeto deste fluxo a qualquer ponto, e esta constante de

proporcionalidade, K, depende apenas do meio e ndo de um ponto em particular ou outros
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fatores. Portanto, para sumarizar, a Lei de Darcy para meios isotrdpicos bidimensionais tem a

seguinte forma: g=—K V i (26).Observemos agora as seguintes equagdes:

q,=—Kh,
q,=—K,h

K, 0

(27) ou q9=- 0 K,

Vh (28)

y

Porém, o problema ¢ um pouco mais complicado, sendo que se aproxima da solugdo
sumarizando algumas observacdes basicas sobre a forma de relacionamento procurada entre a

forga motriz de entrada V /& e o vetor de saida q:
1. Quando o gradiente hidraulico ¢ 0, o fluxo do fluido correspondente devera ser 0.
2. O fluxo do fluido ¢ devera ser proporcional em magnitude ao vetor gradiente V / .

Estas duas observacdes sao satisfeitas por um principio de transformacgao linear que ira
mapear vetores bidimensionais V & para dois vetores bidimensionais q de acordo com a

equagao matricial:

K K
g=—|" 1 21V h (forma anisotropica bidimensional da Lei de Darcy)
Ky Ky
(29)
g=—KVh (forma mais compacta) (30)

qlz_Kllhx_KIZhy

(forma mais expandida) (31)
q,=— K, hx_K22hy

Nestas equacdes q; € g2 sao os componentes do vetor q representando o fluxo do fluido.

Considerando os fatores relacionados a tais equagdes, a Lei de Darcy leva a equacdo

velocidade para a 4gua subterranea em casos bidimensionais, pelo menos para casos de meios

—KVh

isotropicos. A equagdo da velocidade intersticial tomard a forma: v= (32), e podera

ser utilizada em conexdo com integrais lineares para calcular o tempo total de viagem através

de um trajeto de fluxo.

14. Equacdes de Laplace e Problemas Inversos

No inicio deste topico, foram consideradas as seguintes equagdes:
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h. =0 (caso unidimensional) (18)
h. t+h = 0 (caso bidimensional) (33)
hy+h,+h, =0 (caso tridimensional) (34)

que aplicam ao caso de aqiiiferos isotrépicos com condutividade hidraulica constante.

A discussdo foi continuada pela derivagdo da equacdo de Laplace para uma situacio
bidimensional. Esta situa¢do geral ¢ similar a discutida anteriormente em um caso

unidimensional. Depois de efetuadas diversas observagdes, chegou-se a equagao:
0= entrada face esquerda + entrada face direita + entrada fundo + entrada topo
0~g,(x—dx, p)(24y-1)=q,(x+4x, y)(24y-1)+q,(x, y=dy|(24x-1) =g, x, y+4y)(24x-1)
(35)

Enquanto a equagdo unidimensional de Laplace pode ter parecido praticamente trivial
por suas solugdes serem linhas retas, a equacdo bidimensional de Laplace foi o tema de
extensivas pesquisas por mais de dois séculos e € o tema de muitos estudos matematicos
avancados. As investigacdes de situagdes que partem de suposicdes de estado estacionario
sao boas com o alcance de alguns tipos de métodos utilizados para investigar situagdes de
estado estaciondrio. Pode-se estabelecer uma condi¢ao andloga de balanco de massa, mas sera
necessario adicionar um termo ao calculo para a medida proporcional ao qual o material esta

sendo criado, destruido, armazenado, ou retirado do local. No caso bidimensional, isto leva a
uma nova equagio diferencial parcial da forma: ah,=h +h  (36), onde a ¢ uma constante.

Note que isto reduz a equagdo de Laplace no caso de condi¢des de estado estacionario, sendo

que a derivada parcial em respeito a t sera 0 neste caso.

Quanto aos calculos multivariaveis foram trabalhadas trés dimensdes, sendo Tutil
interpretar, em alguns casos, em duas dimensdes. Um vetor campo neste ambiente ¢ uma
fungdo que aponta para cada ponto no espacgo tridimensional um vetor com trés direcdes,
freqlientemente conceituado como uma seta baseada no ponto dado. Exemplos do contexto do
fluxo do sistema incluem o vetor gradiente da superficie (para fluxo tridimensional) e o vetor

de fluxo calculado a partir do vetor gradiente pela lei de Darcy. Para um vetor campo

F(x,y,z)E(f(x,y, z),g(x, v, z),h(x,y, z)) (37), sua divergéncia ¢ definida por:
divF=f +g,+h,  (38)

Pode parecer estranho inicialmente, mas ¢ um conceito bastante Util. Representa a
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razao na qual o campo estd expandindo ou divergindo a cada ponto. A forma mais facil de

observar isto ¢ através do chamado teorema da divergéncia, que ¢ conhecido como teorema de

fﬂ div F=J;f F-in

Green para casos bidimensionais. Este diz  r , (39) onde R ¢ uma regido, S

8
¢ seu limite, e n ¢ a unidade aparente do vetor normal no limite. Para a situagdo de agua
subterranea, o vetor campo de interesse ¢ o fluxo g, ou, quase a mesma coisa, a0 menos no
caso isotropico, o gradiente da fungdo de superficie, que difere apenas pela multiplicagdo da
constante — K. Deste modo, sendo a agua totalmente incompressivel, no caso de se trabalhar
em uma regido onde nao ha fontes, o fluxo da rede através dos limites de qualquer regido

fechada deve ser 0.

A classe geral de problemas de valores de limites considerados nesta seg¢do ¢
conhecida como problemas inversos. Melhor do que ter como dados ja fornecidos e fixados de
propriedades hidrologicas ¢ questionar que parametros hidrologicos e suposi¢cdes de fluxo
levardo aos valores de saida observados e ou condi¢des de contorno. Suposi¢des alternativas
sobre o regime de fluxo podem ser consistentes em relagdo as condi¢cdes de contorno, assim
tais problemas inversos estdo providos da complicagdo adicional de que suas solu¢des podem
nao ser Unicas! Um principio geral para este tipo de € que se deve tentar utilizar as suposicoes

mais simples possiveis.
15. INTRODUCAO A MODELAGEM NUMERICA

Nesta tltima parte da pesquisa foi introduzida a questdo de como resolver a equagao
de Laplace (e outras equagdes diferenciais parciais) numericamente, significando que nio se
procura uma equagdo exata para a fungdo solugdo para qualquer pontos ou para todos os
pontos, mas ¢ satisfatorio encontrar valores aproximados para a solugcdo desconhecida, pelo
menos para numeros finitos de pontos especificos. Para isso, retorna-se a um dos mais basicos

conceitos dos calculos elementares, a definigdo da derivada de uma funcao f(x):

f(x)=11m [ x+ax)—f(x) (40) ou f'(x)mf(x"‘ﬁx)_f(x) (41)

A0 Ax Ax

a aproximagao (apresentada a direita) serd relativamente correta para valores de Ax que sdo

relativamente pequenos. O lado esquerdo da equacao de aproximagdo ¢ simplesmente o grau
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de inclinagdo da linha tangente a curva no ponto (x, f (x)) , € 0 lado direito da equagao ¢ o

grau da linha secante demonstrada conectando os pontos (x, f (x)) e (x-l—Ax, f (x+Ax)) .
Mas uma andlise aprofundada sugeriu o que aparentava ser uma melhor aproximagdo a

derivada. Esta aproximacgao tomou a forma

oy Slxtdx)— f(x—ax)
£ )L

(42)

Esta aproximagdo, conhecida como aproximagdo diferencial central foi o método
proferido ao tempo em que foi possivel utiliza-la em casos particulares. Foi entdo utilizado a
mesma aproximacao para aproximar a segunda derivada de f.

4]l

Ax

/

(43)

/)~

Agora se observa que a equagdo original para f’(x) pode ser atualmente interpretada como
uma aproximagdo diferencial central para. Utilizando estas aproximacdes em nossa equagao

aproximada para f”’(x), obtemos

[lxtdx)—flx] flx)=f(x—dx]

Ax Ax (44)
Ax

[ x)~

f(x+Ax)—2f(x)+f(x—Ax)
(4x)

Que reduz para [ lx)= (45)

Chama-se entdo esta de aproximacao diferencial central para derivada segunda.

Com o conhecimento anterior de como se pode facilmente aproximar primeiras e
segundas derivadas utilizando expressdes algébricas, procedendo com o contexto de equagdes
bidimensionais de Laplace para ver como as derivadas parciais em tal equacdo podem também

ser representadas de um modo similar.

Objetivou-se estimar as derivadas parciais de h(x,y) no ponto (x,y) sabendo os valores
da fung¢do h em pontos adicionais e sabendo o valor de /(x, y+4y) e os valores de h nos
outros pontos ao redor de (x,y), assim como o valor de h no ponto atual (x,y). Por aplicacao
direta da formula diferencial central da segunda derivada em ambas diregdes x e y

separadamente, ¢ possivel escrever a seguinte aproximagao:
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h(x+A4x,y)—2h(x,y)+h(x—A4x,y)
(4x)’

holx, y)~ (46)

h(x,y+4y)—2h(x,y)+h(x,y—4y)
(ay)?

hylx,y)~ (47)

Pode-se entdo aplicar as idéias para uma solucdo numérica do problema da agua
subterranea. Entretanto, hd também uma interessante categoria de métodos bastante poderosos
conhecidos como métodos iterativos que sdo de certa forma analogos ao caminho do Método
de Newton utilizado em célculos elementares a fim de prover com sucesso melhores
aproximacodes a solu¢ao de uma equagao. Estes sdo chamados de métodos indiretos. O assunto
de analise numérica ¢ dedicado em parte ao calculo de diferentes aproximacdes para resolver
equacdes, tomando em conta o desenvolvimento de varios tipos de erros (erros de
truncamento e erros de arredondamento) e eficiéncia (levando a solugdes sem uso excessivo

de recursos computacionais).

Meétodos iterativos sdo muito importantes para resolver sistemas lineares com grande
numero de varidveis. Se tais equagdes sdo resolvidas pelos métodos usuais, os pequenos erros
gerados em cada computagdo podem comecar a ser adicionados e afetar a validade dos

resultados.
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